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RESUMEN

En las Primeras Jornadas expusimos resultados sobre pruebas consistentes y focalizadas en al-
ternativas de interés para el usuario, obtenidas por los autores con la participacién de varios
colaboradores, docentes de la UdelaR y en particular de la Facultad de Ciencias Econémicas
y de Administracion. Se trata de procedimientos transversales a varias aplicaciones estadisticas
que han mostrado ser aplicables a pruebas de ajuste simples y compuestas, regresion y ajuste de
modelos autorregresivos a series de tiempo estacionarias.

El objeto de esta presentacién es proponer una familia de procesos estacionarios de pardmetro
continuo, los modelos OU(p), utilizables para representar procesos o series estacionarios, y su-
gerir la posibilidad de utilizar las técnicas basadas en transformaciones de procesos, para ajustar
modelos OU(p) a series de tiempo estacionarias, con especial cuidado, por ejemplo, de utilizar
el orden p correcto, para lo cual se focaliza el ajuste de un modelo de orden p en la alternativa
p+1.

Palabras claves: Procesos de Ornstein - Uhlenbeck, modelos para procesos estacionarios

1. Introduccion

El proceso de Ornstein—Uhlenbeck se caracteriza por ser gaussiano, estacionario y markoviano.
Fue propuesto por Leonard S. Ornstein y George E. Uhlenbeck (Uhlenbeck, 1930) como mode-
lo para las velocidades de una particula sumergida en un fluido, sometida a los choques de las
moléculas que la rodean.

Albert Einstein (Einstein, 1905) habia propuesto como modelo para el movimiento browniano
en un medio de viscosidad infinita, lo que ahora conocemos con el nombre de Proceso de Wiener.

El modelo propuesto por Ornstein y Uhlenbeck mejora el de Einstein porque no requiere que la
viscosidad del fluido sea infinita.

Actualmente, tanto los procesos de Wiener como los de Ornstein y Uhlenbeck son muy utili-
zados para construir modelos de diferentes procesos vinculados a aplicaciones en fisica, biologia,
economia, finanzas, e incluso en otras ramas de la matematica.

Llamemos w a un proceso de Wiener tipico, es decir, un proceso gaussiano, centrado de in-
crementos independientes con variancia E(w(f) — w(s))> = |t — s|. Suponemos ademds, como es
habitual, w(0) = 0, pero no limitaremos el dominio del pardmetro ¢ a R™, sino que supondremos w
definido en todo R.

El proceso de Ornstein Uhlenbeck x dependiente de los pardmetros A, o se puede caracterizar
entonces mediante

x(1) = o’f e I dw(s)
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y, con notacién diferencial,
dx(t) = —Ax dt + odw().

Podemos pensar que x representa el resultado de acumular los efectos de choques aleatorios
independientes, o ruido, con un retorno a la media, que hemos supuesto igual a cero, de tipo ex-
ponencial con tasa A. La magnitud del ruido (o volatilidad en la jerga econémico-financiera) esta
dada por o.

Cuando x se observa en instantes equiespaciados {it : i = 0,1,2,...,n}, la serie X; = x(i1)
satisface un modelo autorregresivo de orden 1, ya que

(i+1)r ' i i+r
Xi+1 — 0_[ e—/l((z+1)‘r—s)dw(s) — O_e—/l‘rf e—xi(l‘r—s)dw(s) + O_f e—/l((t+])r—s)dw(s)
—00 —0 it
_ AT
=¢C Xi + Z,',
donde Z; = o f;H i e *D=94dw(s) es una innovacién (independiente de (w(¢) : t < ir) y de

(x(¢) : t < it)) de esperanza cero y variancia o2 f:mr e 2 EHDT=9g¢ = o2 f_ OT e?Vds = g—;(l —e ),

Por ese motivo, es posible considerar al proceso de OU como una interpolacidon para tiempo
continuo de un modelo autorregresivo de orden 1. Tanto los modelos autorregresivos como los
procesos de OU se suelen utilizar para representar procesos aleatorios estacionarios.

En esta presentacion vamos a introducir procesos que llamaremos de Ornstein - Uhlenbeck
de orden p (abreviadamente OU(p)), y proponemos su utilizacion como modelos para procesos
estacionarios de tiempo continuo, y también para series de tiempo estacionarias obtenidas por la
observacién de procesos de tiempo continuo en instantes equiespaciados.

Asi como se utilizan modificaciones de los procesos autorregresivos que permiten representar
series heterosceddsticas, pensamos que tiene interés desarrollar el mismo tipo de modificaciones a
los procesos OU(p), con el mismo propdsito de representar procesos de volatilidad variable.

De igual manera que las transformaciones de procesos presentadas por los mismos autores en
las Jornadas Académicas de la Facultad de Ciencias Econdmicas y de Administracién de 2010 han
permitido construir pruebas de ajuste consistentes y focalizadas en las alternativas de interés para
modelos autorregresivos, es de esperar que el mismo tipo de transformaciones sean aplicables a los
procesos OU(p) con la misma finalidad.

Se trata de desarrollos abiertos que pueden interesar a los participantes en las Jornadas, y es
por eso que describimos los procesos OU(p) en las secciones que siguen. Sobre algunos de es-
tos problemas, los autores tenemos en marcha un trabajo conjunto con A. Arratia del cual esta
presentacion puede considerarse un adelanto.

2. Modelos autorregresivos y procesos de OU de orden mayor que 1
Es bien conocido que el modelo autorregresivo de orden p

p
X,' = Z¢jX,_j + O'Zi
j=1
puede expresarse, mediante la utilizacion del operador B que lleva cada elemento X; de una serie
de tiempo en BX; = X;_;, en la forma

(1 + /LB)X, = O'Zl'

p
=1
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donde los pardmetros 4, .. ., 4, estdn vinculados con los coeficientes ¢y, ¢, . . ., ¢, por la identidad

de polinomios
p P '
[Ja+a=1-) ¢z
j=1 j=1

De manera andloga introducimos el Proceso de OU de orden p:
La analogia se establece a partir de que el proceso de Ornstein Uhlenbeck x de pardmetro 4 > 0
se obtiene de un proceso de Wiener w en R mediante la integral de Wiener

x(t) = f e =) dw(s).

Denotamos OU , (operador de OU de pardmetro A > 0) a la aplicacion que lleva y en la integral
f_t - e~ =9dy(s), cuyo dominio son las funciones o procesos y para los cuales la integral est4 bien
definida. La aplicaremos a un proceso de Wiener w, o a procesos diferenciables obtenidos a partir
de w. La misma definicion se extiende al caso en que el pardmetro A se reemplaza por k = A + 14,
A € R*, u € R. Al elegir A positivo aseguramos que la integral sea convergente, y que procesos y
estacionarios den lugar a imdgenes también estacionarias.

Al conjunto de los complejos con parte real positiva, lo denotamos C*.

Llamamos Proceso de Ornstein Uhlenbeck de orden p y pardmetros k = (i, ...,k,) € (C")?,
o > 0 (abreviado OU(p)) al resultado de iterar Transformaciones de OU de parametros ki, ..., Kk, a
partir de un proceso de Wiener w:

X =

P
OU,,ow. (1)
j=1

Asi como la familia de los modelos autorregresivos de orden 1 coincide con la de las observa-
ciones equiespaciadas de modelos OU(1), cabe preguntarse si ocurre algo similar para modelos de
orden mayor.

La respuesta es negativa. Los modelos de series estacionarias obtenidos por la observacion en
instantes equiespaciados de procesos OU(p) no son en general modelos AR(p), como vemos en la
seccion 4, y por lo tanto la familia de los modelos OU(p), ademds de permitir representar procesos
estacionarios de tiempo continuo, nos da un modo alternativo de representar series estacionarias.

En lo que sigue nos referiremos a procesos de pardmetro complejo. Las férmulas no se simpli-
fican por considerar pardmetros reales, y las familias de covariancias representables mediante los
procesos de parametro complejo son significativamente mas ricas que las que resultan de imponer
que los pardmetros sean reales. Sin embargo, las aplicaciones requieren normalmente que los pro-
cesos mismos sean reales. Eso se consigue imponiendo que cada pardmetro imaginario aparezca
apareado con su conjugado.

3. Representacion de los procesos OU(p) como combinacion lineal de proce-
sos OU(1)

Con el propdsito de ordenar la exposicion de algunas propiedades elementales de los operadores
de OU, y de esa manera simplificarla, las enunciaremos en forma de teoremas.

K1

Teorema 1 Si k| # Ky, el producto OU,,OU,, coincide con la suma E(J‘L[Kl + K2K—2K1 OU,, y es,
como consecuencia, conmutativo.




Demostracion. Calculamos OU,,y(f) = f e dy(s) = e f_t L €%dy(s), dOU (1) =
—Kkje ! f_t . €dy(s)dt + dy(t) y entonces

! S
O(L(,QO(LIKIy(t):f g r2(=9) (—Kle_K‘Sf ek'rdy(r)ds+dy(s))

—00 [ee)

! !
= OU,,Y(1) — ke ™ f et” ( f e('Q_'“)Sds) dy(r)

4 eke—KkDt _ alka=ki)r
= OU,, (1) - Kle_KZ‘f e’“’( )dy(r)

—00

K2 — Kj

!
— Ol - e [ (e )y

Ky =Kl J-
= Ol y(0) = = (OU () = OUy(1)
|

Teorema 2 El operador OU, tiene derivada [-ésima respecto de « igual al operador Oﬂ,(f) que
lleva 'y en

!
OULy) = (1) [ &= saye)
Demostracion. Lo verificamos por induccién completa:

lim (ou!) -ou!™")

550 5 K+0

— lim %(—1)1‘1 f (™91 = 6(t = 5) + (@)t = )~ = et = ) ) dy(s)

6—0 o

= [ e - 9 )

(%)

Corolario 1 El cuadrado del operador OU, es OU, + kO(Ll,(f).

Demostracion. El resultado se obtiene pasando al limite cuando ¢ tiende a cero en la expresion de
OU,.sOU, obtenida en el Teorema 1. O

En lo que sigue supondremos que los valores de los pardmetros « de los operadores OU son
todos diferentes. Los resultados cuando hay multiplicidad pueden obtenerse de manera analoga. El
efecto de la singularidad debida a la coincidencia de valores de los pardmetros tiene consecuencias
para las aplicaciones que deben ser analizadas cuidadosamente.

Teorema 3 El operador I—[?=1 OU,, construido con valores de ki, ..., k, todos diferentes es igual

a la combinacion lineal |
P P

ZK-O?J L donde K = ——L——

ks j :

! [ j(K i~ K)

=1



Demostracion. El resultado para p = 2 es el Teorema 1.

p-2
z ” K.
Supongamos que la férmula vale para p — 1, de modo que, con K% = —~1——,
J I_Il<p,l$j(K]_K1)

p—

P p-1
];[om_, = oU,, JZ:;K;O‘MK, Z : (K,, s oUu,, + o OleK,)

=1

El coeficiente del término en O‘L[ €s KjK -
P
basta establecer que

I s

J

= K;. Para obtener el resultado enunciado s6lo

=K,

es decir,

p-1 p—2 p-1
Kj Kp Kp

1 Hl<p,l;tj(Kj - Kl) Kp — Kj Hl<p(Kp - Kl).

Luego de multiplicar por el denominador del segundo miembro y dividir por k,, queda por verificar

la identidad
P _ p2
S [ 2

j= I<p, l#j

Ambos miembros son polinomios de grado p — 2 en «,,, y coinciden en los p — 1 valores k;, y
esto prueba que son idénticos. 0

Corolario 2 El proceso x = j , OU,;ow es la combinacion lineal de los procesos de Ornstein -
Uhlenbeck ¢; = OU,,ow con coeficientes K.

El Corolario 2 nos indica que el proceso de OU x de orden p obtenido aplicando el operador

f _, OU,, a un proceso de Wiener ow combina linealmente los procesos de OU ordinarios £; en

cada uno de los cuales los efectos aleatorios dw son acumulados, pero decaen con diferentes tasas

k;j. Cualitativamente podemos pensar que se agregan procesos de OU con memorias de diferente
duracion.

Notemos, sin embargo, que el proceso x es una combinacién lineal muy particular de p pro-
cesos de OU ordinarios, que depende sélo de p pardmetros que son las p tasas de decaimiento.
La representacion de efectos con memorias de distinta duracién mediante la combinacién lineal
de p procesos de OU con coeficientes cualesquiera tiene interés, sin duda, pero es un proceso mas
complicado, dependiente de 2p parametros, las p tasas ; y los p coeficientes.

La forma particular del proceso OU(p) simplifica su tratamiento estadistico, como sugerimos
en la Seccién 6.

4. Las funciones de covariancia de los procesos de OU(p)
La covariancia entre &, = OU, ,ow 'y & = OU, 0w es

! 0
Yiu(t) = BE{(DE(0) = °E f e " Vdw(s) f e dw(s)

(%Y
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0 2 n—K;jt
et T o~e "/
— O_Zf e Kj(t s)ekksds — -

o Kj + Kk

y, como consecuencia de la expresion de x = 5?:1 OU,,ow dada por el Corolario 2, la funcién de
autocovariancias de x es

PP
Y0 = Ex(%0) = 0* > )" K;Kie™

P K]+Kk

Este resultado nos permite escribir la funcién de autocorrelaciones de la serie de tiempo ob-
tenida por evaluacién de x en los multiplos de un tiempo dado 7. Si X; = x(ir), entonces p; =
EX:Xo/VarX, = y(it)/y(0).

Vamos a aprovechar esta expresion para mostrar que la familia de las series obtenidas de pro-
cesos de OU(2) no coincide con la de los procesos AR(2), lo que muestra que los modelos basados
en la iteracion de procesos de Ornstein - Uhlenbeck son esencialmente diferentes de los autorregre-
sivos, aunque coincidan para el orden uno.

Teorema 4 Supongamos que x es un proceso real OU(2) y X es una serie de tiempo AR(2), con
iguales autocorrelaciones de orden 1y 2. Entonces las autocorrelaciones de orden 3 son en general
diferentes.

Demostracion En el caso del modelo AR(2), si ry, r,, 3 son las correlaciones de 6rdenes 1, 2y 3,
entonces son bien conocidas las relaciones

-l<n<l, 1-2(l-M<n<l, = — 1 =13). (2)
Para el proceso OU(2) de pardmetros reales 4, < A,
2 2 1
1) = K K —/lj[
Y0 =), ) Kikie 4+ A
j=1 k=1
= Kze_mL + Kze_”ZZL + K Ky(e™M 4 e ) ———
o2, T 2 A+ 4
At Ae= ! A A (et + e~

T2 -2 20— (= AR + )
3 LA+ e 4+ (A + )e™™ =2 (e 4+ e )
- 2( = )24 + )
3 (A = )e ™M 4+ (=4 + p)e ™! 3 e — Qe
- 2y — )X + Ay) 2=

de donde resultan

y las correlaciones

h=1,2,3,... 3)



El cambio de A, por A;,/T muestra que se obtienen las mismas correlaciones para cualquier valor
de 7, por lo que fijamos 7 = 1 sin pérdida de generalidad.

Cuando, en particular, p; = r; y p, = r,, calculamos p; y r3 como funciones de 4 y A, utilizando
(2) y (3). La Figura 1 muestra la comparacion entre ambos resultados. Los valores de 4, y A, varian
entre 0y 5.

\
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Figura 1. Diferencia entre las autocorrelaciones r3, p3 de procesos AR(2) y OU(2) con r; = p1, 2 = p2.

5. Inversion del operador OU(p)
Observemos que si £(f) = OUow(t), entonces dé(t) = —k&(t)dt + odw(t) y, como consecuencia,
ow(t) = &(t) — £0) + Kfot £(s)ds. Por lo tanto, si 7° lleva y(¢) en y(f) — y(0) = fol dy(s)y I' lleva
y(t) en fot y(s)ds, entonces 7° + kI es el operador inverso de OU,.
De esto resulta que, con la notacién " para la h-ésima potencia de 7', el operador inverso de
L OU, es
p p
L+ 1T =T10- 3 ¢,

1 j=1

J
Los coeficientes ¢; estdn vinculados a los decaimientos «; por la identidad de polinomios

ﬁ(l +Kz7)=1- Zp: ¢iz.
j=1

J=1



Se cumple entonces la férmula de inversion

p
ow(t) = TOx(f) — Z &I x(1).
j=1

6. Estimacion de los parametros por maxima verosimilitud
Cuando los procesos I"x,h=0,1,...,pseobservanen {it : i = 0,1, ...,n}, entonces el vector

Aw = (W(T) = w(0), ..., w(it) —w((i— D7),...,wnt) —w((n - D))"

que tiene componentes normales (0, 7) independientes se obtiene a partir de la matriz AX de n X p
cuya h-ésima columna es

(I"x(t) = I"x(0), ..., IT"x(it) = T"x((i = D71),..., I"x(nt) — I"x((n — D1))*
y del vector
Ax = (x(1t) — x(0), ..., x(it) — x(i — D71),...,x(n7) — x((n — 1)7’))tr

mediante
oAw = Ax — AX¢,

con ¢ = (¢1, ¢2a HER) ¢p)tr'

El método de médxima verosimilitud aplicado a la estimacion de ¢ conduce entonces al estima-
dor ¢ que minimiza el cuadrado de la norma euclidiana de oAw, a saber,

é = (AX"AX) 'AX"Ax.

7. Conclusion

La familia de procesos OU(p) proporciona modelos para procesos estacionarios en tiempo con-
tinuo y para series estacionarias. L.os procesos de orden p dependen de p pardmetros que se pueden
estimar de manera similar a los coeficientes de un modelo de regresion, ademds del pardmetro de
escala. Desde ese punto de vista, los procesos OU(p) tienen un comportamiento similar a los mode-
los AR(p), pero constituyen una alternativa diferente para la inferencia sobre series estacionarias.
Ademas son aplicables a modelar procesos de pardmetro continuo.

Consideramos que el estudio de sus propiedades, el disefio de pruebas de ajuste, y la obten-
cién de generalizaciones que permitan el ajuste de modelos heterosceddsticos son problemas que
interesa analizar y resolver.

Bibliografia

G. E. Uhlenbeck, L. S. Ornstein (1930),“On the Theory of the Brownian Motion”, Phys. Rev.
36, 823-841.

Einstein, A. (1905) “On the movement of small particles suspended in stationary liquids requi-
red by the molecular-kinetic theory of heat.” Ann. Phys. 17, 549-560.



