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Resumen

a

Diversos procedimientos utilizados en la construccién de pruebas
de ajuste consistentes y focalizadas tienen elementos comunes que ca-
racterizan al método de las transformaciones de procesos.

El objeto de esta presentacién es describir genéricamente y con
minimas consideraciones técnicas el contexto general al que se aplican
las transformaciones de procesos, y dar cuenta del trabajo de un grupo
integrado en parte por docentes de la Facultad de Ciencias Econémi-
cas y de Administracion, a través de una lista de sus publicaciones,
que incluyen como aplicaciones el disenio de pruebas de ajuste para
muestras aleatorias simples, para modelos de regresién y para series
cronoldgicas estacionarias.
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1. Introduccién

La linea de trabajo iniciada con la tesis doctoral de Alejandra Cabana
(Universidad Central de Venezuela, 1993), ha producido resultados con apor-
tes de varios integrantes de la Universidad de la Reptublica, entre ellos,
José Diaz y Jorge Graneri, vinculados con apoyo del Proyecto CONICYT
94/007 “Optimizacién de la potencia de pruebas de ajuste y comparacién
para muestras multivariantes” (1995-1997), Juan Kalemkerian y Marco Sca-
vino, que lo hicieron en el marco del proyecto CSIC “Inferencia estadistica
basada en procesos empiricos y sus transformados” (1998), e Ignacio Alvarez,
Maria Elisa Bertinat, Natalia DaSilva, Cecilia Hastings, y Dario Padula, por
su participacién en el Proyecto PDT/S/C/IF/63/053 (2007-2008), junto con
Marco Scavino.

La vinculacién de estos integrantes del grupo (que llamaremos abrevia-
damente GRUTPI -Grupo de Transformaciones de Procesos en Inferencia)
no ha estado necesariamente limitada a su participacion en las actividades
de uno o varios de estos proyectos. En particular, las tesis de Maestria y de
Doctorado de Juan Kalemkerian (PEDECIBA 1998 y 2006) y la de docto-
rado de Marco Scavino (Universita degli Studi di Padova 1999) han tenido
una fuerte vinculacién con el trabajo del GRUTPIL.

En esta presentacion vamos a evadir en lo posible todo tipo de tecnicismos.
Comenzaremos por situar los problemas a los que aplicamos las transforma-
ciones de procesos en el marco de las pruebas de ajuste (§77), luego presen-
tamos algunas pruebas clésicas motivadas por consideraciones asintoticas y
describimos su comportamiento (§77,77).

Finalmente, proponemos un procedimiento para enfocar la eficiencia de
las pruebas en las alternativas que elija el usuario. Imitamos asi el compor-
tamiento deseable de las pruebas clédsicas, que permiten detectar todas las
alternativas a la hipdtesis de ajuste, para muestras suficientemente grandes,
y son casi tan buenas como las pruebas 6ptimas del cociente de verosimilitu-
des para detectar cierta alternativa, y ademas disennamos nuestras pruebas a
la medida de las alternativas que queramos privilegiar.(§77,77)

Complementamos la presentacién dando cuenta, mediante una lista de
publicaciones vinculadas al método de las transformaciones de procesos, de
la actividad de un grupo de investigadores, buena parte de los cuales son
docentes de la Facultad de Ciencias Econémicas y de Administracién.



2. Las pruebas de ajuste

Se suele decir que la estadistica se transforma en una disciplina cientifica
organizada con la publicaciéon en 1901 del primer nimero de Biometrika, la
primera publicacién periddica de caracter técnico dedicada al tema. Uno de
los editores fundadores de Biometrika fue Karl Pearson.

En un sentido méas conceptual, Pearson esta ligado a otro hito del desa-
rrollo de la estadistica que también muestra al comienzo del Siglo XX como el
inicio de una nueva etapa: los modelos aleatorios de la naturaleza adquirieron
un importante desarrollo en el Siglo XIX. Durante ese tiempo, un modelo era
aceptado o aceptable en tanto no se constataran fenémenos que lo contra-
dijeran. Karl Pearson fue el primero que propuso una prueba de ajuste, que
hoy conocemos como Prueba x* de Pearson. Esta y otras pruebas de ajuste
surgidas mas tarde proporcionan un método cientifico para decidir, mediante
la utilizacién de datos empiricos, si un modelo aleatorio es aceptable o si
hay razones para rechazarlo, sin esperar pasivamente la eventual aparicion
de fenémenos contradictorios.

No fue hasta aproximadamente la cuarta década del Siglo que en un
periodo de pocos anos fueron propuestas otras pruebas de ajuste, que hoy
conocemos genéricamente como pruebas de Cramér - von Mises y de Kolmo-
gorov - Smirnov.

3. Aplicacion de una heuristica asintética pa-
ra el diseno de pruebas de ajuste

Supongamos que conocemos n observaciones X1, Xo, ..., X,, independien-
tes e idénticamente distribuidas con distribucién F'y nos preguntamos si el
modelo Hy : F' = F es adecuado para describir el fenémeno.

Nos interesa rechazar H, cuando es falsa, pero especialmente cuando
F(t) = Fy(t — ), con § # 0.

Glivenko (?) y Cantelli (?) mostraron que cuando n — oo, la funcién
de distribucién empirica F,(t) = £ 1" | 1;x,<; converge uniformemente a F
casi seguramente, es decir

P{ lim sup |F,(t) — F(t)| = 0} = 1.

0 eR

Esto sugiere inmediatamente que un criterio para decidir rechazar H, es



la constataciéon de que F;, esta lejos de Fy. Sino lo estd, no hay motivos para
pensar que Hy no es cierta.

Pero jqué significa que F;, esta lejos de Fy? y jcudn lejos tiene que estar
para conducirnos a rechazar Hg?

La primera pregunta se responde definiendo una distancia entre funciones,
por ejemplo la distancia del supremo

d(Fn, Fy) = sup |[F(t) — Fo(t)]
teR

o una distancia con sabor probabilistico asociada a la distribucién Fy, a saber,
dy(Fy, Fo)=/E(F,(X) — Fy(X))?, con X v. a. con distribucién Fp.

Si optamos por d, tendremos la Prueba de Kolmogorov - Smirnov: recha-
zamos Hy si D = d(F,, Fy) es grande (7). Si optamos por dy, la de Cramér -
von Mises: rechazamos Hy si C' = do(F,, Fp) es grande (7, 7).

La segunda pregunta, es decir, cuan grande tiene que ser la distancia pa-
ra que decidamos rechazar H, tiene una respuesta candnica en la teoria de
las pruebas de hipétesis estadisticas: determinamos la distribucion de pro-
babilidades de la variable aleatoria d(F,, Fy) (o do(F,, Fo), segun el caso)
correspondiente al modelo que cumple Hy, encontramos la cuantila 1 — «
para un valor de a que representa la probabilidad de errar rechazando H,
cuando es cierta, y rechazamos H, cuando d(F,, Fy) (o do(F),, Fp)) es mayor
que esa cuantila.

Una circunstancia afortunada es que las distribuciones asintdticas de
Vnd(Fy, Fo) v \/nday(F,, Fy) se conocen. De esta manera no sélo nos apo-
yamos en propiedades asintoticas para disenar la prueba, sino que podemos
usar las cuantilas 1 — « de las distribuciones asintéticas como valores criticos
aproximados, para muestras grandes.

4. Pruebas omnibus focalizadas

Las dos pruebas consideradas en la seccion precedente son consistentes
frente a cualquier alternativa fija. Esto significa que cuando F' # Fy, el limite
cuando n tiende a infinito de la probabilidad de rechazar H, es uno. Se
consideran entonces aptas para analizar todas las alternativas posibles y por
ese motivo se dice que son pruebas omnibus.



Esto no significa que las pruebas sean igualmente sensibles a cualquier
alternativa. Una manera de comparar la sensibilidad a alternativas de di-
ferente forma sin perder la posibilidad de usar argumentos asintéticos, que
cuando son accesibles resultan mas simples que los aplicables a muestras fi-
nitas, es aproximar las hipotesis alternativas a la hipdtesis nula a medida
que el tamano n de la muestra aumenta, de manera que ambas variaciones se
compensen y la potencia de la prueba tenga limite no trivial (menor que uno)
cuando n — oo. Llamemos H,, a la alternativa de desplazamiento planteada
al comienzo de §77, con un desplazamiento que tiende a cero a medida que
n tiende a infinito F'(t) = Fy(t — §//n).

Las pruebas de Kolmogorov - Smirnov y de Cramér - von Mises son
capaces de detectar las alternativas F(t) = Fy(t — d/+/n) pero casi siempre
con potencia esencialmente menor que la de la prueba éptima de Neymann
y Pearson para comparar F(t) = Fy(t) contra F(t) = Fy(t — d/+/n). Esto
no significa que una de esas pruebas sea mejor que la otra. La de K-S y la
de C-vM tienen menor potencia que la de N-P, pero son consistentes frente
a cualquier alternativa fija. En cambio la de N-P, que es mas potente, no es
consistente; hay alternativas que no detecta en absoluto.

Existen sin embargo casos excepcionales: La prueba de K-S detecta de
manera casi Optima la alternativa bilateral F(t) = Fy(t £ §//n) cuando
Fy es la distribucién doble exponencial (?). Con la prueba de C-vM ocurre
algo similar: es casi 6ptima cuando Fj es la distribucién de densidad fy(t) =
1/(2cosh(nt/2)) ?.

Estas propiedades de las pruebas clasicas de K-S y de C-vM muestran la
conveniencia de usar una u otra cuando interesa a la vez tener una prueba
consistente y que detecte especialmente las alternativas particulares para las
que son casi 6ptimas, pero también sugieren que nos preguntemos: ;Si que-
remos utilizar una prueba consistente al estilo de las mencionadas y ademés
nos interesa especialmente no dejar pasar una alternativa particular que no
es ninguna de las dos mencionadas, hay alguna prueba que reemplace a las
clasicas y cumpla con esa meta?

La pregunta plantea un problema inverso al de determinar para qué alter-
nativas es Optima una prueba dada, si es que existe alguna con esa propiedad.
Ese problema inverso es el que resolvemos mediante las transformaciones de
procesos.

Como primer paso para describir la solucién, vamos a analizar por qué la
prueba de Cramér - von Mises detecta de manera éptima las alternativas de
desplazamiento a partir de la distribucién cuya densidad llamaremos foyas.



Lo hacemos en la préoxima secciéon que no hemos podido evitar que resulte
un poco mas técnica que el resto de esta presentacién.

5. El estadistico de Cramér - von Mises y su
comportamiento asintético bajo alternati-
vas

5.1. La transformacion canonica

Un procedimiento muy utilizado para analizar el comportamiento de
muestras de una distribucién Fy que suponemos continua, es reemplazar la
muestra X7, ..., X, por las nuevas variables U; = Fy(X4),...,U, = Fy(X,)
que constituyen una muestra de la distribucién uniforme.

El cambio v = Fy(t) que lleva las (X;);=1, » en las (U;)i=1,. n, lleva la
funcién de distribucién empirica F),(t) de las X en la distribucién empirica
Gn(u) de las U, y la funcién de distribucién Fy(t) de las X en la funcién de
distribucion G(u) = u de las U.

Como consecuencia, el estadistico de Cramér - von Mises para probar
“F' = Fy”, normalizado mediante la multiplicacién por n

nB(F,(X) = By (X))’ n [ (Fult) = Fo(t)*dFo()

(X~F}

se transforma en el estadistico

nE(G(U) — UY —n | N(Go(w) — u)du

{Uuniforme en (0,1)} o

adecuado a probar si la distribucién de las U es uniforme, cosa que ocurre si
y s6lo si la de las X es Fj.
A este cambio de variables se le suele llamar transformacion candnica.

5.2. La distribucion asintdtica del estadistico de C-vIM

La transformacion canoénica nos permite reducir el problema al que se
refiere a variables aleatorias en el intervalo (0,1). El estadistico es en ese
caso

2= [ (V(Galw) — w)du
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Asi como el tamano (su distancia euclidiana al vector 0) de un vector
(1,22, ...,2y) de R™ puede medirse mediante la la raiz de la suma de los
cuadrados de sus componentes en un sistema de coordenadas ortogonales,
el tamaiio [ h%(u)du (su dy-distancia a la funcién 0) de una funcién h
(0,1) — R puede medirse mediante la raiz de la suma de los cuadrados de
sus componentes en un “sistema de coordenadas ortogonales para el intervalo

(0,1)”.
Un tal sistema es un conjunto infinito de funciones g, 11, 1o, ... con la
propiedad fol Pi(u); (u)du = { é :i z ;:; , para el que las componentes de

h segin 1 se calculan mediante h; = [ h(u)y(u)du, h se expresa mediante
el desarrollo:

hu) = ihjwm

1 )
/ B2 (u)du = 3 b2
0 j=0

Se puede elegir una base particular que seguimos llamando v, ¥y, s, . . .,
con ¥y = 1, para la cual el desarrollo de

ro(u) = Vn(Gn(u) —u) = i)ijwj<u>

tiene por coeficientes Cy, = 0 y variables aleatorias C;,, j > 0, que con-
vergen a variables aleatorias gaussianas centradas independientes, cuando
F = Fy.

Que los limites son variables gaussianas es consecuencia del Teorema del
Limite Central, y que sean independientes se debe a la eleccion particular
de la base. Esta base es la que esta formada por las funciones ¥y = 1y
¥;(u) = V2sinjmu (j = 1,2,...), y los detalles pueden verse, por ejemplo,
en una monografia de 7.

Las variables aleatorias (C},,) =12, tienen por limite (B;/jm);=12. ., B,
By, ... ii.d.normales tipicas, r,(u) tiene limite r(u) = 372, %wj(u) y w?
tiene por distribucion limite la de

22"

2
w”(u) =
j=1J°T




Cuando la distribucién F™ de las variables X no coincide con Fy sino
que su densidad f,, difiere de la densidad f, de Fy como lo describen las
expresiones

fult) . Ok
G 2f e

resulta v/n(Fu(t) — Fo(t)) = Va(Fa(t) = F™ (1) + a(F" (1) — Fo(t)). Al

k(1))2dFy (1) _O/k2 VdFy(t) = 1,

reemplazar
FOW = [ puls)ds= [ ()] ols)dEu(s)
-/ (1 i 5’“&(;) L0 ’fgfs)) dFy(s),
encontramos

T VA(FO @)~ Fylt) =0 [ k(s)dFo(s

Luego del cambio de variables que lleva a la distribucion uniforme, encon-
tramos que el limite de \/n(G,(u)—u) se incrementa en § [ k(v)dv = 0K (u),
con k(Fy(t)) = k(t), y concluimos que el nuevo desarrollo de la distribucién
limite de /n(G,(u) — u) es Z;’il(% + 0K;)¢j(u), donde K; son los coefi-
cientes del desarrollo de K (K (u) = 3252, K;1;(u ))

Como consecuencia, la distribucién limite de w? es la de

Cuya esperanza es

lo que representa un incremento de §° 1 K j2 respecto de la esperanza co-
rrespondiente a la hipdtesis nula.

Para conseguir que el estadistico w? sea m4s sensible a la presencia de la
alternativa, una vez dado 9, conviene que 772 K 2 sea lo més grande posible.



Figura 1: Potencias précticamente coincidentes de las pruebas de nivel 5%
basadas en el cociente de verosimilitudes (en rojo) y de la prueba de Cramér
- von Mises para la alternativa privilegiada (en negro)
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Un célculo directo basado en la forma particular de las funciones ; mues-
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Los coeficientes r; satisfacen 3272, /i? = 1, como consecuencia de haber
supuesto que [ k?(s)dFy(s) = 1, y esto nos lleva a concluir que la manera de
elegir los x; para que el incremento de la esperanza sea méximo es cuando el
primer coeficiente, 1, vale uno, y los restantes valen cero. En otras palabras,
cuando Kk = 1.

Quiere decir que si la alternativa fuera tal que k(t) = v (Fy(t)), seria de
esperar una sensibilidad 6ptima de la prueba de Cramér - von Mises para
detectarla. El calculo de la potencia asintética muestra que efectivamente, la
potencia de la prueba para esa alternativa es casi 6ptima. En efecto, como
muestra la Figura ??, la potencia éptima y la de la prueba de C-vM para la
alternativa privilegiada son practicamente coincidentes.

Encontrar cudl es la distribucion Fj tal que las alternativas de desplaza-



miento F'(t) = Fy(t—c/y/n) nos dan una funcién k que satisface esa condicién
implica resolver una ecuacién diferencial cuya solucion nos dice que esa dis-
tribucion es la que tiene densidad fo,a.

Esta parte del desarrollo no interesa a los efectos de resolver el problema
inverso, es decir, en vez de buscar cudl es la distribucion para la cual la prueba
es 6ptima, como encontrar un estadistico que nos dé una prueba optima para
detectar un cambio dado en la distribucion.

6. Diseno de pruebas consistentes y eficientes
para la alternativa que elija el usuario

Una idea que permite resolver el problema inverso es encontrar una ma-
nera de reducir el problema al analizado en la seccién anterior. En ella vimos
que el estadistico de Cramér - von Mises con una alternativa que cumpla
k = 11 tiene potencia casi 6ptima.

De otra manera: el estadistico [y r,(u)?du, donde r,(u) tiene derivada
formal 35° Cj 0" (u) = 25° j7CnV/2 cos jru — 323° Bjv/2 cos jmu + §k(u)
tiene un comportamiento 6ptimo cuando k = ;.

Las funciones vo = 1, v; = v/2cos jru (j = 1,2,...) constituyen también
un sistema de coordenadas, en el que x tiene un desarrollo x(u) = 3232, K;7;

y
drn

NZJWCJH'YJ _>Z i)Y

Si cambiamos las coordenadas ~; por nuevas coordenadas 75 = 1,77 (j =
1,2,...), ladistribucién de 3-32, B;~} no cambia, y podemos elegir las nuevas
(0.) *
coordenadas para que }>7% k7] = 1.
Con este cambio obtenemos un nuevo estadistico funcional

0= [ ([ o)) 55

para el que la respuesta de la integral del cuadrado a la alternativa x es casi
Optima.

Esta idea se puede llevar a la practica en varios contextos, siempre que se
tenga un estadistico funcional cuya derivada formal tenga por componentes
variables aleatorias i.i.d. normales tipicas.
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En nuestras aplicaciones, el papel que juega en esta presentacion la prueba
de Cramér - von Mises, lo desempena una modificaciéon debida a Watson [?],
que hemos encontrado preferible por razones técnicas.

Las pruebas de ajuste con alternativas de desplazamiento son un ejemplo
muy particular del tipo de problemas para los que puede interesar disenar
pruebas adaptadas a la deteccién de ciertas alternativas, para los que hemos
propuesto soluciones mediante la transformacion de procesos que describen
la informacién en las muestras.

Algunos ejemplos de alternativas Hy, H; para las que podemos disenar
pruebas consistentes de H, adaptadas a detectar de manera éptima H; se
indican en la siguiente tabla:

Hipétesis nula (Hy) | Prueba enfocada en (H;)
Xq,...,X, es una muestra de
Fy Fy(t —9)
Ey F®™ como en §??
Fy Fo(p+o(t — p))
familia de posicién y escala de Fy | familia de posicién y escala de F(™
una distribucién normal una distribucién asimétrica
una distribuciéon normal una distribucién lepto- o plati-kurtica
una distribucion exponencial una distribucién de Weibull
Y — (Y1,...,Y,)" satisfacen un modelo lineal
Y=XB+e Xdenxp Y:(X,xpﬂ)(ﬁﬁl)—l—e
regresion polinémica de grado p | regresion polinémica de grado p + 1
la serie de tiempo estacionaria X1, ..., X, responde a un modelo
AR(p) AR(p+1)
ARMA(p, q) ARMA(p +1,q)
ARMA(p, q) ARMA(p,q +1)

La bibliografia indicada luego de las referencias citadas en este articulo
contiene las soluciones que proponemos para las situaciones indicadas en la
tabla, excepto para los modelos ARMA. Sobre esos modelos, hay trabajo en
Curso.
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