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Repaso de notacién y definiciones

Para comenzar, repasamos algunas de las notaciones y definiciones
correspondientes al capitulo 2 (Markov chains), del libro de
Haggstrom.

Definicion: Sea P una matriz k X k con elementos
{Pij:i,j=1,...,k}. Un proceso estocastico (Xp, X1, ...) con
espacio de estados finito S = {s1,..., s} se dice que es una
cadena de Markov (homogénea) con matriz de transicién P, si
para todo n, para todos i,j € {1,..., k} y todos

foy---yin—1 € {1,..., k} se tiene

P(Xnt1 = sj|Xo = sig. X1 = s, ..., Xn1 = 8j,_1, X = 5i) =
P(X,,_H = SJ‘Xn = S,') = P,',J'
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Repaso de notacién y definiciones (cont.)

Las matrices de transicidn satisfacen P;; > 0 para todo
i,je{l,..., k}, nyzlP;le para todo i € {1,...,k}.

La distribucién inicial es representada como un vector fila

10— < (0) (0 (o>> _

//Jl 7”2 7"'a/‘bk

(P(XO = 51), P(Xo = 52), ey P(Xo = Sk)).

Teorema
Para una cadena de Markov (Xo, X1, ...) con espacio de estados
{s1,...,sc}, distribucion inicial (%) y matriz de transicién P,

tenemos que la distribucién a tiempo n satisface u(" = ;O pn.
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Repaso de notacién y definiciones (cont.)

Definicion: Sean P, P(2) . una secuencia de matrices de
transiciéon k x k. Un proceso estocéstico (Xo, X1, ...) con espacio
de estados finito S = {s1,..., sk} se dice que es una cadena de

Markov no homogénea con matrices de transicién = ON =(CO N
si para todo n, todos i,j € {1,...,k} y todos
foy---yin—1 € {1,..., k} se tiene

P(Xny1 = sj| Xo = sig, X1 = Sips .- s Xpo1 = 5j,_, Xn = §j) =

n+1
P(Xns1 = 5| Xn = 57) = P
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Repaso de notacién y definiciones (cont.)

El siguiente resultado es una generalizacién del teorema anterior, y
permite calcular las distribuciones M(l),,u(z), ...atiempos 1,2,...
de una cadena de Markov no homogénea.

Teorema

Sea (Xp, Xi,...) una cadena de Markov no homogénea con espacio
de estados {si, ..., sk}, distribucién inicial (®) y matrices de
transicion P(), P()_ ... Para cada n la distribucién a tiempo n

satisface
M(n) — M(O)p(l)p(2) ~_p(n)
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Introduccidn

» Un tema clave en muchas (sino la mayoria) de las aplicaciones
practicas de la teoria de Markov, es la habilidad de simular
cadenas de Markov en una computadora.

» Comenzamos diciendo una “mentira”:

en la mayoria de los lenguajes de programacion de alto nivel se tiene
acceso a algtin generador de nimeros aleatorios que produce una
secuencia Uy, Ui, ... de variables aleatorias iid, uniformemente

distribuidas en el intervalo [0, 1].

» Esta afirmacién no es cierta por al menos dos razones:
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Introduccién (cont.)

(A)

Los niimeros Uy, U1, . .. obtenidos de un generador de
nimeros aleatorios no estan distribuidos uniformemente en
[0,1]. En realidad tienen una expresién binaria (o decimal)
finita y son, por lo tanto, racionales. Por el contrario, se puede
mostrar que una variable aleatoria que esté (verdaderamente)
distribuida uniformemente en [0, 1] (o de hecho cualquier
variable aleatoria continua) es irracional con probabilidad 1.

jLos valores Up, Uy, ... no son ni siquiera aleatorios! En
realidad, son generados por algiin procedimiento
deterministico. Por esta razén, los generadores de nimeros
aleatorios son algunas veces (y con mayor precisién) llamados
generadores de nlmeros pseudo-aleatorios.
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Introduccién (cont.)

» La mas importante de estas objeciones es (B), porque (A)
tiende a no ser un problema muy grande cuando el niimero de
digitos binarios o decimales es razonablemente grande.

» En las dltimas décadas, se ha puesto un gran esfuerzo en
construir generadores de nimeros (pseudo-) aleatorios cuyo
resultado sea tan indistinguible como fuera posible de una
verdadera secuencia iid de variables aleatorias uniformes en
[0,1].
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Introduccién (cont.)

» Hoy en dia existen generadores que parecen hacer ésto muy
bien (pasando todos los tests estadisticos estandar para tales
generadores). .

» Por esta razén simplemente haremos el supuesto (incorrecto)
de que tenemos acceso a una secuencia iid de variables
aleatorias uniformes [0, 1].

» Siempre deberiamos tener en mente que ésta es una fuente
potencial de errores en la simulacién por computadora.
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Simulacion de cadenas de Markov finitas

» Entonces, jcomo simulamos una cadena de Markov
(Xo, X1, ...) con espacio de estados S = {si,..., sk},
distribucién inicial 1(®) y matriz de transicién P?

» Los numeros aleatorios Up, Uy, ... forman un ingrediente
principal.

» Los otros ingredientes principales son dos funciones, que
llamamos funcién de iniciacién y funcién de actualizacién.
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Funcidn de iniciacion

La funcion de iniciacién v : [0,1] — S es una funcién del intervalo
unitario al espacio de estados S, la cual se utiliza para generar el
valor inicial Xp.

Asumimos que:

(i) 1 es constante por tramos,

(i) para cada s € S, el largo total de los intervalos en los cuales
P(x) = s es igual a u(0(s).

Otra forma de establecer la propiedad (ii) es

1
/0 lo=syox = 1O(s),

para cada s € S, donde /fy(x)—s} es la funcién indicatriz del
conjunto {¥(x) = s}.
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Funcién de iniciacién (cont.)

Si tenemos esta funcién @ podemos generar Xy del primer nimero
aleatorio Up haciendo Xy = ¢(Up).

Esto da la distribucién correcta de Xy, dado que paracadase S
tenemos que

1
P(Xo = 5) = P(t(Up) = ) = /O lseysy o = 1O)(s).

Llamamos a % una funcién de iniciacion valida para la cadena de
Markov (Xp, X1, ...) si fol Ity (x)=sydx = 19)(s) para todo s € S.
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Funcién de iniciacién (cont.)

Funciones de iniciacién vélidas son faciles de construir: con espacio
de estados S = {s1,..., sk} y distribucién inicial 1(®), podemos
establecer:

s1 para x € [0, 1% (sy))

s para x € [pO(s1), O (s1) + pO(s2))

s parax € [ O (g), S, 1O(s))

s paaxe [SS nOs)]
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Funcién de iniciacién (cont.)

Necesitamos verificar que esta eleccién de v safisface las
propiedades (i) y (ii) mencionadas anteriormente. La propiedad (i)
es directa y para (ii) verificamos:

i—1

1 i
/ lwg=spax = Y 10(s) = > nO(s) = u(s),
0 j=1 j=1
para i = 1,..., k. Esto significa que 1 es una funcién de iniciacién

valida para la cadena de Markov (Xp, Xi,...) y que puede
utilizarse para generar el valor inicial Xp.

Si también resolvemos cémo generar X,11 a partir de X, para
cualquier n, podemos usar este procedimiento iterativamente para
obtener toda la cadena (Xp, X1,...).
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Funcidn de actualizacion

Para pasar de X, a X,11 utilizamos el nimero aleatorio Up41 y
una funcién de actualizacién ¢ : S x [0,1] — S, que toma como
entrada un estado s € S y un nimero entre 0 y 1, y devuelve otro
estado s’ € S como salida.

En forma similar que para la funcién de iniciacién v, necesitamos
que ¢ cumpla ciertas propiedades:

(i) para un s; fijo, la funcién ¢(s;, x) es constante por tramos
(como funcién de x),

(i) para cada sj,s; € S fijos, el largo total de los intervalos en los
cuales ¢(sj,x) = sj es P; ;.
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Funcién de actualizacién (cont.)

Nuevamente, la propiedad (ii) puede escribirse como

1
/0 /{¢>(si,x):sj}dx =P;;

para todo s;,s; € S. Si la funcién de actualizacién satisface esta
propiedad, entonces

P(Xni1 = sj|Xn = si) = P(&(si, Un+1) = 5j|Xn = 5i) =

1
P(¢(si, Uns1) = sj) = /0 It o(sim)=51 9 = Pij

donde se ha utilizado la independencia de Upy1 con (U, ..., Uy),
y por lo tanto, con X,.
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Funcién de actualizacién (cont.)

Una funcién ¢ que satisfaga (i) y (ii), se dice que es una funcién
de actualizacién vélida para la cadena de Markov (Xo, X1, ...).

La construccién de una funcién de actualizacién valida no es mas
dificil que la construccién de una funcién de iniciacién valida. Por
ejemplo, podemos establecer para cada s; € S

s1 para x € [0, Pi1)
S para x € [Pi1, Pi1+ Pj2)

¢(S,’,X) = - i1 j
sj para x € [Zj,;i Pin 1 Pi,l)

Sk para x € [25;_11 Pi 1, 1]
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Funcién de actualizacién (cont.)

Para ver que ésta es una funcién de actualizacién vilida, notar que
para cada s;,s; € S tenemos

1 J Jj—1
AR SLTE SL TR
=1 =1
Por lo tanto, tenemos un procedimiento completo para simular una

cadena de Markov:

(1) construir las funciones de iniciacién y actualizacién validas ¢ y

b,
(2) hacer Xo = ¢(Uo), X1 = ¢(Xo, Ur), Xo = (X1, U2), . ..

Observacion: las funciones de iniciacién y de actualizacién no son
nicas.
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Seccién actual
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Simulacién de cadenas de Markov no homogéneas finitas

Al finalizar el capitulo, se sefiala cdmo el método descripto
anteriormente puede ser generalizado para simular una cadena de
Markov no homogénea.

Sea (Xo, X1,...) una cadena de Markov no homogénea con espacio
de estados S = {s1, ..., s}, distribucién inicial ;(?) y matrices de
transicion PO, p() .

Podemos obtener la funcién de iniciacién 1 y el valor inicial Xy
como en el caso homogéneo. La funcién de actualizacién es
construida en forma similar al caso homogéneo, excepto que debido
a que la cadena es no homogénea, necesitamos varias funciones de
actualizacién diferentes ¢(1), ¢(2), ..., Y para éstas debemos tener

1
_ plm
/0 I{¢(n)(s,,x):sj}dx =P,

para cada ny cada s;,s; € S.
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Simulacién de cadenas de Markov no homogéneas finitas
(cont.)

Tales funciones pueden obtenerse por la obvia generalizacién:

s1 para x € [0, Pi("{))

2 paraxe PP+ P
¢(n)(5i’ X) = :
5 para x e[S P PLY)

s e [SRYL
La cadena de Markov no homogénea es luego simulada haciendo:

Xo = ¥(Up), X1 = M (Xo, Ur), Xo = oD (X, Ua), . . ..
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Ejemplo 1: Modelo de prediccién del clima en Los Angeles

Como primer ejemplo se considera la modelizacién del clima en la
ciudad de Los Angeles.

Para simplificar se supone que hay solamente dos estados:

E = {s1,5} (s1 = lluvioso, s, = soleado), y que la sucesién de
estados climaticos se puede modelar con una cadena de Markov
(Xo, X1, ...) con matriz de transicién:

05 05
P= <o.1 0.9)
Es decir, por ejemplo, que P(X,41 = soleado|X,, = lluvioso) = 0.5
y P(Xnt+1 = lluvioso| X, = soleado) = 0.1, para todo n.

A partir de una distribucién inicial uniforme en el espacio de
estados, nos proponemos simular una sucesién de n = 1000
estados bajo el modelo asumido.
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Ejemplo 1: Modelo de prediccién del clima en Los Angeles
(cont.)

estados <- c(’sl1’, ’s2’) # espacio de estados

mu0 <- c(.5, .5) # distribucion inicial

names (mu0) <- estados

P <- rbind(c(.5, .5), c(.1, .9)) # matriz de transicién
dimnames (P) <- list(estados, estados)

P

V V.V V VYV

s2
0.5
0.9

s
s1 0.
s2 0.

= o

> (func.inic <- cumsum(mu0O)) # funcién de iniciacién
sl s2
0.5 1.0

> (func.act <- t(apply(P, 1, cumsum))) # funcién de actualizacién

sl s2
s1 0.5 1
s2 0.1 1
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Ejemplo 1: Modelo de prediccién del clima en Los Angeles
(cont.)

n <- 1000 # nimero de simulaciones deseadas
U <- runif(n) # uniformes Ul,...,Un en [0,1]
X <- numeric(n) * NA # vector de valores simulados de la cadena, a completar

# primer valor de la cadena
j = 1; while(U[1] > func.inic[j]) j = j + 1;
X[1] <- estados[j]

# restantes valores de la cadena

for (i in 2:n) {

j = 1; while(U[i] > func.act[X[i - 1], j1) j = j + 1;
X[i] <- estados[j]

}

# primeros 25 valores simulados de la cadena

> X[1:25]

[1] "Sl" IIS2II |IS2|I "52" "52" IIS2II "52" "52" "52" IIS2II IIS2II llslll "Sl" "Sl" IIS2II
[16] "52" “Sl" "Sl" "Sl" "Sl" "52" "52“ IIS2II "Sl" "Sl"
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Ejemplo de trayectoria simulada de la cadena de Markov

estados

2.0

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0

uuuuuuuuuu

uuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

40 60 80 100

tiempo
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Ejemplo 1: Modelo de prediccién del clima en Los Angeles

A partir de los n valores simulados, se define el estadistico Y, que
cuenta la proporcién de dias Iluviosos hasta el dia n. Es decir:

1 n
Yn= n+1 IZ; I{X,-:Iluvioso}

i Qué sucede con Y, a medida que n aumenta?

> Yn <- cumsum(X == ’s1’) / 1:length(¥n)
> Yn[1:25]
[1] 1.00000000 0.50000000 0.33333333 0.25000000 0.20000000 0.16666667
[7] 0.14285714 0.12500000 0.11111111 0.10000000 0.09090909 0.16666667
[13] 0.23076923 0.28571429 0.26666667 0.25000000 0.29411765 0.33333333
[19] 0.36842105 0.40000000 0.38095238 0.36363636 0.34782609 0.37500000
[25] 0.40000000
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Proporcién acumulada de visitas a cada estado
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Observaciones y “conjetura”

La observacion del sistema simulado a través del modelo permite
generar algunas hipdtesis sobre el mismo. Por ejemplo, si

1" = (P(X, = lluvioso), P(X, = soleado)),
y la distribucién inicial es uniforme entonces
iut" = (1/6,5/6), cuando n — co?

iy si la distribucién inicial no es uniforme?

En este caso existen formas precisas de responder a estas
preguntas (préximos capitulos).
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Ejemplo 2: Modelo para la secuencia de nucleétidos en la
cadena de ADN

Se considera una cadena de Markov como modelo para la sucesién
de nucléotidos en el ADN. El espacio de estados es entonces
E={A,C,G, T} (A = adenina, C = citosina, G = guanina, T =
timina), y a modo de ejemplo se utiliza la matriz de transicién
entre estados

0.2 025 04 0.15
01 06 01 02
0.2 01 035 035
0.1 045 02 025

Utilizando una distribucién inicial uniforme, se simulan n = 1000
observaciones de esta cadena, como en el ejemplo anterior, a
través de la funcién rMarkov implementada en R:

X <- rMarkov(P, 1000)
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Frecuencia relativa de visitas a cada estado

05
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03
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Ejemplo 2: Modelo para la secuencia de nucleétidos en la

cadena de ADN

Para cada par de estados /,j € E, se cuentan la cantidad de
transiciones del estado i al estado j, divididas por el nimero de

transiciones de i a cualquier otro estado.

o

n—1 / ) i
1=0 Y Xi=i & Xi11=j}

0.22
0.11
0.16
0.11

0.2
0.1

0.1

an]. / i
1=0 "{X;=i}
0.22 0.39 0.17
0.61 0.09 0.19
0.11 0.36 0.38
0.48 0.17 0.23
025 0.4 0.15
06 01 02
01 035 035
0.45 0.2 0.25
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Funcién en R para simular una cadena de Markov

rMarkov <- function(P, n = 100, mu0 = rep(1, nrow(P))/nrow(P)) {

# P: matriz de transicién (sin valor por defecto)
# n: nimero de simulaciones (100 por defecto)
# mu0: distribucién inicial (uniforme en el espacio de estados por defecto)

# si el espacio de estados estd en los nombres de las columnas de P, usarlo
if (length(colnames(P)) == 0) estados <- 1:ncol(P) else estados <- colnames(P)

# funcién de iniciacién:
func.inic <- cumsum(muO)

# funciones de actualizacién:
func.act <- t(apply(P, 1, cumsum))

U <- runif(n) # uniformes Ul,...,Un en [0,1]
X <- numeric(n)*NA # vector de valores simulados de la cadena, a completar

# primer valor de la cadena
j = 1; while(U[1] > func.inic[jl) j = j + 1;
X[1] <- estados[j]

# restantes valores de la cadena

for (i in 2:n) {

j = 1; while(U[i] > func.act[X[i - 11, j1) j = j + 1;
X[i] <- estados[j]

s

X

s
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