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Breve repaso de regresion lineal

@ Problema: se intenta describir y predecir el comportamiento
de una variable Y € R a partir de un conjunto de variables
X = (X1,...,Xp) € RP, que se supone a priori podrian estar
asociadas con Y.

@ A su vez, habitualmente suele ser de interés poder indicar
cudles variables predictoras X; se encuentran efectivamente
asociadas con la respuesta Y/, y si fuera posible, en qué forma
la afectan.

@ Asumiendo un modelo de error aditivo:
Y =f(Xt,...,Xp) +¢€ (1)

con ¢ independiente de X, E(¢) =0y Var(e) = o2
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Breve repaso de regresion lineal

@ Considerando una funcion de pérdida cuadratica,
L(Y,f(X)) = (Y — f(X))?, la funcién que minimiza el riesgo
(pérdida esperada), R(f) = E L(Y,f(X)) para cada X, es la
funcion de regresion: f(X) = E(Y|X) (Hastie y otros, 2009).

@ Una aproximacion habitual consiste en considerar f € F,
siendo F cierta clase de funciones especificadas de antemano,
y dentro de ella encontrar la mejor aproximacién de f en base
a una muestra de entrenamiento (observaciones iid de tamafio
n, proveniente de la distribucién conjunta de (Y, X)).

@ Uno de los enfoques mds sencillos y habituales plantea
especificar un modelo de regresion lineal:

p
Y,-:ZﬁjX;j+e,-,i:1,...,n (2)
j=1
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Breve repaso de regresion lineal

o Este modelo presenta ventajas desde el punto de vista de la
estimacidén y la interpretacién, al tiempo que es posible
incorporar en el mismo efectos no lineales en las variables
(ij, log X;, \/X;j) y términos de interaccién (X;Xj) si los
mismos son sospechados de antemano (a costo de
incrementar el nimero de pardmetros en el modelo).

@ Por otro lado, si la relacién entre la variable respuesta y los
predictores es suficientemente compleja y desconocida, el
modelo lineal puede no ser adecuado y otros modelos mas
flexibles deberian ser considerados (Breiman, 2001).
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Estimacion por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

@ A partir de una muestra de entrenamiento,
{(yi,xj):i=1,....,mj=1,...,p}, se plantea el modelo (2)
en términos matriciales: Y = X3 + ¢, donde
Y =01-xm)" X = (), 8= (Br,---,Bp)" y

_ t
e=(€e1,...,€n)".
@ La estimacién habitual por minimos cuadrados de (3 se realiza
minimizando la suma de cuadrados de los residuos:
2
n

p
SCR(B) = IIY = XBIE =Y |vi—D_ Bxy (3)
j=1

i=1
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Algunas propiedades del estimador MCO

@ Derivando SCR(3) e igualando a 0 se obtiene el sistema de
ecuaciones normales: X" X3 = XY . Como la funcién
objetivo es convexa y diferenciable, de esta manera se obtiene
un minimo.

@ En el caso de que las columnas de X formen un conjunto
linealmente independiente, la solucién es Unica y estd dada
por:

Bmco — (XtrX)fIXtrY (4)

@ Bajo los supuestos de X fija, E(¢) = 0, Var(e) = 02l,, puede
mostrarse que B’"CO es el estimador de minima variancia de (8
en la clase de estimadores lineales e insesgados, estimador
BLUE por sus siglas en inglés (Teorema de Gauss-Markov).
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Algunas propiedades del estimador MCO

o Con los supuestos adicionales de normalidad, € ~ N(0, o21,),
se obtiene que 3™ ~ N(8,02(XX)™1), con lo cual es
posible hacer inferencia (prueba de hipétesis e intervalos de
confianza por ejemplo) para (5 o funciones de 3.

@ Adicionalmente, bajo estos supuestos puede verificarse
facilmente que la Estimacion Maximo Verosimil (EMV) de /3
coincide con la de minimos cuadrados.
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Algunos problemas con MCO

o Existen al menos dos razones por las cuales el estimador 37<°
podria no ser adecuado en ciertas situaciones (Tibshirani,
1996):

(a) baja precision en las predicciones; el estimador a menudo
presenta poco sesgo pero gran variancia, lo cual se traduce en
un pobre poder predictivo sobre nuevas observaciones,

(b) falta de interpretabilidad; si se utiliza un gran nimero de
predictores (necesario para tener bajo sesgo ante un problema
m3s o menos complejo), seria deseable determinar un pequefio
subconjunto de éstos con fuerte poder explicativo y predictivo.
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Problemas con MCO

@ Las dificultades asociadas con el primer punto se encuentran
vinculadas al problema de invertir la matriz X* X. Las mismas
son tanto del tipo numéricas (problemas de redondeo que se
propagan), como estadisticas (inflacién de variancia).

@ A su vez, ambas desventajas del estimador por MCO estan
vinculadas a la existencia de predictores fuertemente
correlacionados.
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Problemas con MCO

e Adicionalmente, el caso p > n (muchas mdas variables que
observaciones) agrava estas dificultades ya que en ese caso el
estimador no estd bien definido (el sistema de ecuaciones
normales es indeterminado).

@ Esta situacidn es cada vez mds frecuente en diversos ambitos
de la ciencia (Genética, Bioinformatica, Procesamiento de
Sefiales, Econometria, etc), con lo cual se ha convertido en un
area de investigacién muy dindmica en los dltimos afios (Fan y
Li, 2006, Hastie y otros, 2009, Li y Xu, 2009).
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En Uruguay no hemos estado al margen de estos temas...

@ Curso: Sparsity and Model Selection, Jean-Marc Azais, Yohann de
Castro, Fabrice Gamboa y Guillaume Obozinski. 28 de febrero al 4
de marzo de 2011, Centro de Matemdtica (CMAT), Facultad de
Ciencias, UdelaR:

http://www.math.univ-toulouse.fr/ decastro/Curso/SummerSchool.html

@ Curso: Exploiting sparsity in high-dimensional statistical inference,
Arnak Dalalyan. 26 al 30 de noviembre de 2012, Escuela CIMPA
New trends in Mathematical Statistics, Punta del Este:
http://www.cmat.edu.uy/cmat/eventos/cimpa-stats

@ Curso: Métodos Estadisticos para Prediccion Genémica, Gustavo de
los Campos,Daniel Gianola y Santiago Avendafio. 20 y 21 de
diciembre de 2012, Facultad de Agronomia, UdelaR.
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Seccion actual

© Mias alla de MCO
@ Seleccidn de variables.
@ Estabilizacién mediante Ridge y Garrote No Negativo.
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Seleccion de variables

@ Una solucién habitual implica hacer seleccién de variables
para obtener un modelo mds parsimonioso y estable (George,
2000).

@ Una primera aproximacién consiste en ajustar los 2° modelos
posibles y comparar los mejores de cada tamafio

ke{l,...,p}.

@ La comparacién se realiza a través de alguna medida que tome
en cuenta el ajuste a los datos de entrenamiento pero que
penalice por la complejidad del modelo de forma tal que posea
buen poder predictivo (generalizacién sobre datos nuevos).
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Seleccion de variables

@ Algunos ejemplos clasicos son:

2 _ 1 SCR(B(K))/(n—k—1)
Faust =1~ —5¢T )(n — 1)

AIC = nlog <5CR(nﬁ(k))> + 2k

BIC = nlog (SCR(,?(I())) + (log n)k

donde SCT = Y7, (yi — ¥n)? y k es el nlimero de variables
del modelo ajustado.
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Seleccion de variables

@ El método del mejor subconjunto de cada tamaiio
actualmente sélo es practicable si p no es demasiado grande
(p ~ 40, 2%0 =~ 1.0995 x 10%?) a través de algoritmos que
utilizan la estructura anidada de los distintos modelos (/eaps
and bound).

@ Cuando no es viable una bisqueda exhaustiva de todos los
submodelos posibles, una opcién razonable consiste en
considerar un “buen camino” a través del espacio de modelos.

@ Las técnicas mds conocidas en estos casos son los métodos
secuenciales o de a pasos (stepwise), en los cuales en el pasaje
de un modelo a otro se agregan o eliminan variables de a una
por vez (Forward Selection, Backward Elimination o
Forward-Backward).
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Seleccion de variables

@ Estos son métodos greedy que reemplazan la bidsqueda de un
6ptimo global por la consideracién sucesiva de éptimos
locales, con lo cual no garantizan la mejor solucién y ni
siquiera la misma entre sus distintas variantes.

@ Sin embargo, la mayor desventaja que poseen es su fuerte
inestabilidad en el sentido de que pequenos cambios en el
conjunto de datos pueden producir grandes modificaciones en
los resultados, en particular en las variables seleccionadas
(Breiman, 1996).

@ Esto se debe principalmente a que realizan un proceso discreto
de exploracién del espacio de modelos (cada variable es
seleccionada o descartada).
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Regresion Ridge

@ Esta técnica fue propuesta originalmente en los afios setenta,
como un método para lidiar con el problema de colinealidad
en un modelo lineal estimado por minimos cuadrados, atin en
el contexto p < n (Hoerl y Kennard, 1970).

e Recordando que 3 = (X X)"1X"y es la estimacién por
minimos cuadrados de /3, se planteé en un principio que la
potencial inestabilidad de BA’"CO podria ser aliviada agregando
una pequefia constante k > 0 a cada término de la diagonal
de X' X antes de invertir la matriz.
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Regresion Ridge

o Este proceso resulta en el estimador ridge:

B (k) = (XX + Klp) X1y (5)

@ El principal problema a resolver en la aplicacién de Regresion
Ridge es la determinacién del valor de k mas adecuado. La
eleccién de este parametro involucra un balance entre los
componentes de sesgo y variancia del error cuadratico medio
al estimar (.

@ En este sentido (y asumiendo un modelo lineal), cuanto mayor
es k mas grande es el sesgo pero menor es la variancia del
estimador, y la determinacién final implica un compromiso
entre ambos términos (Izenman, 2008).
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Regresion Ridge

@ Un método inicial y que adn continda siendo sugerido por
diversos autores, consiste en graficar simultdneamente los
coeficientes de regresidn estimados en funcidn de k, y elegir el
menor valor del pardmetro para el cual se estabilizan dichos
coeficientes.

@ Un método mas automatico, pero intensivo
computacionalmente, consiste en estimar k mediante
validacion cruzada. En general se recomienda utilizar ambos
métodos y comparar los resultados.
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Regresion Ridge

@ Una derivacidn alternativa del estimador Ridge estd dada por
el siguiente problema de optimizacién con restricciones:

2
n

p
ming Z Vi — Zﬁjx,-j , sujeto a Zﬁf <s (6)
j=1

i=1

@ El cual puede escribirse también en su versiéon Lagrangiana:

n

2
p P

3198 = argming Z Vi — Z Bixii | +A Zﬁf (7)
j=1 j=1

i=1

siendo s, A > 0 los respectivos pardmetros de penalizacién por
complejidad.
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Regresion Ridge

@ Para evitar que la penalizacién varie frente a cambios de
escala de las variables, habitualmente éstas son estandarizadas
(media 0 y variancia 1), aunque algunos autores prefieren
analizar en cada caso si es lo mds adecuado (lzenman, 2008).

@ Las expresiones (6) y (7) muestran que el estimador de Ridge
realiza un balance entre sesgo y variancia controlando el
“tamafio” del vector de coeficientes mediante una penalizacién
de norma L. El estimador contrae los coeficientes j3; hacia
cero respecto de los obtenidos por MCO (shrinkage).

e Observando que SCR(53) = (y — XB)"(y — XB) =
(B — Bm)r XX (8 — ™) + constante, la expresién (6)
puede visualizarse graficamente en el caso de dos dimensiones.
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Regresion Ridge

B2
2
I

Figura : Descripcion grafica de la estimacion Ridge en dos dimensiones.
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Regresion Ridge

@ En general, Regresion Ridge produce predicciones mas
precisas que los modelos obtenidos por MCO + seleccién
“clasica” de variables, a menos que el verdadero modelo sea
ralo o “esparsa” (mayoria de coeficientes nulos).

@ Sin embargo, si bien al aumentar A (mayor penalizacién) los
coeficientes estimados se contraen hacia cero, ninguno de
ellos vale exactamente cero por lo cual no se produce
seleccién de variables. Todas las variables originales
permanecen en el modelo final.
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Garrote No Negativo (GNN)

@ Con el objetivo de encontrar un compromiso entre la
simplicidad de obtener un modelo a través de la seleccién de
variables, y la estabilidad y la precisién de Regresién Ridge,
Breiman (1995) propuso la técnica del Garrote No Negativo.

o La idea fue minimizar respecto de ¢ = (cy,...,¢p), s > O:
2
n P p
Z y,-—ZcJﬂjx,-j sujetoa ¢; >0y chgs (8)
i=1 j=1 j=1

donde Bj son los estimadores obtenidos por MCO.
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Garrote No Negativo (GNN)

Los valores de ¢; son obtenidos resolviendo el problema de
programacion cuadrdatica (8).

Luego, los coeficientes estimados por GNN son:

pgnn _ A
ﬁj _CJ/ij./_]-a'”vp
A medida que decrece s, la mayoria de los ¢; se hacen cero
j
los restantes 3™ no nulos son contraidos hacia cero.
J

El pardmetro de regularizacién s es determinado por
validacién cruzada con el propdsito de minimizar el error de
prediccion esperado (Breiman, 1995).
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Garrote No Negativo (GNN)

@ La técnica del GNN elimina algunas variables, contrae otras y
es relativamente estable (los resultados no cambian
drésticamente con pequefias modificaciones en los datos).

@ Sin embargo, el estimador Bg”” depende de fmeo y, por lo
tanto, no estd bien definido cuando p >> n (situacién no muy
comin por entonces, Tibshirani, 2011).

@ Desarrollos mas recientes permiten extender el uso de GNN en
problemas de altas dimensiones, modificando el estimador
inicial de MCO por uno mds apropiado en este contexto (Yuan
y Lin, 2007).
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Seccion actual

© Técnicas de regularizacién

@ Introduccién: regresiéon Lasso
Especificacién, propiedades e implementacion.
Descripcién: ajuste(datos) + A* complejidad(modelo).
Extensiones a Modelos Lineales Generalizados.

°
°
°
@ Una perspectiva bayesiana.
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Regresion Lasso - Introduccion

@ También motivado por el objetivo de encontrar una técnica de
regresion lineal que fuera estable pero que realizara seleccidn
de variables, Tibshirani (1996) propuso Lasso (Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator).

@ Lasso es una técnica de regresién lineal regularizada, como
Ridge, con una leve diferencia en la penalizacién (norma Lj en
lugar de L) que trae consecuencias importantes.

@ El auge en los ultimos afios en la investigacién y aplicacién de
técnicas tipo Lasso, se debe principalmente a la existencia de
problemas donde p > n y al desarrollo paralelo de algoritmos
eficientes (Tibshirani, 2011).



Técnicas de regularizacién
[elele]

Regresion Lasso - Especificacion

@ Lasso resuelve el problema de minimos cuadrados con
restriccion sobre la norma-L; del vector de coeficientes:

2
n

P p
ming Z yi— Zﬁjx,-j , sujeto a Z 1Bil <s (9)
j=1

i=1 j=1

@ O en forma equivalente, minimizando:
2
n P P
Do\ vi= o8 | +AX 18 (10)
i=1 j=1 j=1

siendo s, A > 0 los respectivos pardmetros de penalizacién por
complejidad.
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Regresion Lasso - Visualizacion

B

9
Prasso

Figura : Descripcidn gréfica de la estimacion Lasso en dos dimensiones.
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Regresion Lasso - Algunas propiedades

@ En forma similar a GNN vy a diferencia de Ridge y MCO, el
estimador de 3/35° es no lineal en el vector de respuesta Y, y
no existe una expresién en forma “cerrada” del mismo (salvo
en el caso de un disefio ortogonal X" X = I,).

@ Para valores crecientes de \ o decrecientes de s, los
coeficientes [3; se contraen hacia cero como en Ridge
(shrinkage), con la diferencia de que algunos de ellos se
anulan.

@ Esto es, Lasso produce estimacién y seleccién de variables en
forma continua y simultdnea, siendo especialmente util en el
caso p > n.
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Regresion Lasso - Implementacién

@ Los avances en los algoritmos para implementar Regresion
Lasso en forma eficiente han sido muy importantes.

@ En sus comienzos, la estimacién se realizaba resolviendo para
cada valor de s el problema de programacién cuadratica (9).
El método no es eficiente para un nimero grande de variables.

e Posteriormente, surgieron los algoritmos LARS (Efron y otros,
2004) y de coordenada descendente (Friedman y otros, 2010)
que permitieron reducir enormemente el costo computacional
(Tibshirani, 2011).
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Técnicas de regularizacién

@ Una formulaciéon amplia de las técnicas de
penalizacién/regularizacién puede plantearse como:

2

n p
B = argminﬁ Z Yi— ZBJ'X,'J' + qb)\(ﬂ) (11)
j=1

i=1

donde 3 = (B1,...,58p), A >0y ¢ es una funcién de
penalizacién sobre el “tamaino” de 3, en general de la forma

PA(B) = A 2281 9;(1B;]) con ¢; creciente en |3)].
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Técnicas de regularizacién

@ Una familia de funciones de penalizaciéon muy utilizada es la
correspondiente a la norma-L,, dada por:

p
$x(8) = AIBllg)7 = 2D 151% g >0

j=1

@ Los estimadores resultantes en este caso son también
conocidos como estimadores Bridge (Fu, 1998).
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Técnicas de regularizacién

@ Algunos casos particulares importantes son: g = 1 (Lasso) y
g = 2 (Ridge). Ademas, los métodos que penalizan por el
nimero de variables pueden ser vistos como el caso limite
qg— 0.

@ Para g > 1 el estimador no realiza seleccién de variables (Fan
y Li, 2001). Por otro lado, Lasso corresponde al valor de g
mds pequeno que produce una regién factible convexa.

@ La convexidad del problema de optimizacién es deseable desde
el punto de vista computacional. Funciones en varias variables
no convexas pueden tener multiples éptimos locales.
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Técnicas de regularizacién

Figura : Curvas de nivel de la penalizacién L, en dos dimensiones.
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Otras técnicas de regularizacion

@ En los dltimos anos se han presentado algunas
generalizaciones y extensiones de las técnicas presentadas
anteriormente, especialmente disenadas para ciertas
situaciones particulares.

@ Todas ellas buscan retener las ventajas de Lasso como método
de estimacion y seleccién de variables, y al mismo tiempo
corregir algunas de sus posibles desventajas.

@ A continuacién se presentan algunas de las mds importantes,
acompafiadas de una breve descripcién y referencias
respectivas.
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Regresion Elastic Net

@ Zou y Hastie, 2005, propusieron Elastic Net como un método
de penalizacién que combina los beneficios de Ridge y Lasso.

@ En primer lugar, se define el estimador ingenuo de Elastic Net,

N

B, como el que minimiza:

n

2
p P P
Doy | MBI B (12)
=1 =1 =1

i=1

donde A1, A» > son ambos pardmetros de complejidad.
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Regresion Elastic Net

@ Debido a que la doble penalizacién en (12) puede introducir
sesgo en la estimacidn, se corrige el estimador anterior
obteniéndose 3°"* = (1 + X\2)3 (Zou y Hastie, 2005).

@ En cierta forma, el estimador de Elastic Net combina las
fortalezas de Lasso (la penalizacién L; promueve soluciones
esparsas), y de Ridge (predictores altamente correlacionados
presentan coeficientes estimados similares).

e Existen algoritmos eficientes del tipo LARS (LARS-EN) y de
coordenada descendente, para su implementacién (Zou y
Hastie, 2009, Friedman y otros, 2010).
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Regresion Elastic Net

- - Lasso
— Elastic Net

1.0

0.5

BZ
0.0

-1.0

Figura : Curvas de nivel de penalizacién Lasso, Ridge y Elastic Net.
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Regresion Lasso Adaptativo (ALasso)

@ Esta técnica se encuentra motivada en el hecho de que bajo
ciertas condiciones el estimador de Lasso no es consistente
como método de seleccién de variables (Zou, 2006).

@ Lasso Adaptativo (ALasso) es una generalizacién de Lasso que
permite aplicar diferentes penalizaciones a las variables
mediante la asignacién de pesos distintos, los cuales dependen
de los datos.

o Esta generalizacién permite imponer mayores penalizaciones
sobre variables poco importantes y pequefias penalizaciones
sobre las mas relevantes.
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Regresion Lasso Adaptativo (ALasso)

@ En Alasso, el problema consiste en minimizar respecto de S la

expresion:
2
n p
Doy DB | +AY wils (13)
i=1 j=1 j=1
donde w; = 1/\5’1|7 j=1,...,p, son pesos positivos que

aseguran propiedades de consistencia del estimador ALasso,
7 > 0 es un pardmetro de ajuste adicional y 3; es un
estimador inicial de j3;, por ejemplo mediante MCO, Ridge o
el propio Lasso (Zou, 2006).
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Regresion Lasso Relajado (Relaxed Lasso)

@ Es un procedimiento en dos etapas, propuesto como una
generalizacidén de Lasso y especialmente disefiado para
problemas de regresion en altas dimensiones (Meinshausen,
2006).

@ En una primera etapa y para A > 0 fijo, se aplica Regresion
Lasso sobre el modelo completo y se define:

SO = {J: By # 0}
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Regresion Lasso Relajado (Relaxed Lasso)

@ Luego, el estimador de Lasso Relajado, ﬂAj()\,qZ)), se define
para ¢ € (0, 1] como:

2

argming Zyi — Z Bixij |+ oAlIBslla (14)

JES(A

@ El pardmetro A\ regula la parte de seleccién de variables como
en Lasso, mientras que el pardmetro de relajacion ¢ controla
la contraccién de los coeficientes.
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Regresion Lasso Relajado (Relaxed Lasso)

@ Si ¢ =1 la estimacién coincide con Lasso mientras que si
¢ < 1 la contraccién de los coeficientes en el modelo
seleccionado es menor que en Lasso.

@ Los pardmetros A\ y ¢ pueden ser elegidos por validacién
cruzada.

@ La estimacién de los coeficientes se puede obtener en forma
eficiente a través de un algoritmo basado en LARS
(Meinshausen, 2006).
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Penalizaciones no convexas (SCAD)

e Fany Li (2001) proponen tres condiciones deseables que un
método de penalizacién deberia cumplir:

@ ‘esparsidad”; efectuar seleccidén de variables automdticamente,
estableciendo que coeficientes suficientemente pequefios sean
nulos.

@Q continuidad; ser continuo en los datos para evitar inestabilidad
en la prediccién.

© insesgadez; tener bajo sesgo, especialmente para valores
grandes de los coeficientes f3;.
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Penalizaciones no convexas (SCAD)

@ Las técnicas de penalizacién L, 0 < g < 1, no satisfacen la
condicién de continuidad, la penalizacién L; (Lasso) no
satisface la condicién de insesgadez y L4, g > 1 (Ridge), no
verifica la condicién de “esparsidad”.

@ Por lo tanto, ninguna de las técnicas de penalizacién Lq
satisfacen las tres condiciones simultdneamente.
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Penalizaciones no convexas (SCAD)

e Como alternativa, proponen la penalizacién SCAD (Smoothly
Clipped Absolute Deviation):

AlBj| si0<[8] <A
OA(B)) = § —(B2 —2a\|Bj| + A%)/(2(a— 1)) si A< |B| < aA
(a+1))\2)2 si |Bj] > aA

donde a > 2 y A > 0 son parametros de ajuste.

o El estimador de SCAD, Bscad, se define entonces como el que
minimiza:
2

Bixi |+ oa(B) (15)

Jj=1

n

p
Z Yi—
=1

i=1 J
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Penalizaciones no convexas (SCAD)

w o,
— L
SCAD (a¥3.7,A=0.85

o)

-4 -2 0 2 4

B

Figura : Funciones de penalizacién de Ridge (L), Lasso (L) y SCAD.
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Penalizaciones no convexas (SCAD)

@ La penalizacién SCAD es muy similar a L; (Lasso) para
valores pequefios de 3;, mientras que para valores grandes la
primera es constante y la dltima no. Esto ilustra la diferencia
entre ambas en la propiedad de insesgadez.

@ Los pardmetros a y A pueden ser elegidos mediante validacién
cruzada aunque se recomienda utilizar a = 3.7 como valor por
defecto para reducir el costo computacional (Fan y Li, 2001).

@ El mayor desafio se encuentra en la implementacién de SCAD,
dado que se trata de un problema no convexo. Algunos de los
algoritmos propuestos plantean realizar aproximaciones locales
de la funcién objetivo (Fan y Li, 2001, Clarke y otros, 2009).
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Extensiones a Modelos Lineales Generalizados (GLM)

@ Las técnicas de penalizacidn en regresion pueden extenderse a
una amplia variedad de tipos de variable respuesta, incluyendo
respuestas binarias, de conteo y continuas.

@ Una familia popular de modelos en este contexto es el de los
Modelos Lineales Generalizados, donde la variable de
respuesta pertenece a la familia exponencial.

@ Algunos de los casos mas conocidos son los modelos de
regresion logistica, multinomial, poisson, gamma, binomial
negativa y normal/gaussiana (Fan y Li, 2001, Fan y Li, 2006,
Friedman y otros, 2010).
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Extensiones a Modelos Lineales Generalizados (GLM)

@ Supongamos que dado x; = (xi,...,Xp), Y; tiene densidad
f(yilg(x}"3)) donde g es una funcidn de enlace conocida y
log f; denota la log-verosimilitud condicional de Y;.

@ Se define la verosimilitud penalizada como:

n P
S log fi((vlg(xB)) — 0> éx(5) (16)
i=1 j=1

@ Maximizar la verosimilitud penalizada respecto de (3 es
equivalente a minimizar:

p
- Z log fi((yilg(x{"B)) Z (17)
i=1 j=1
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Una perspectiva bayesiana sobre las técnicas de regularizacién

@ Bajo distribuciones a priori no informativas estandar, el anilsis
bayesiano del modelo de regresién lineal (para p < n) tiene
varios puntos en comin con los resultados obtenidos por
MCO y maxima verosimilitud.

e Por ejemplo, si y|3,02, X ~ N(XB,02%1l,), p(B,0%|X) < 072,
entonces:

1.2, X) o e {520 - X071y~ x5) |

x exp{_%iz(ﬁ _BmCO)trXtrX(B _ B"mCO)}
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Una perspectiva bayesiana sobre las técnicas de regularizacién

@ Con lo cual, la distribucién (condicional) a posteriori de (3 es:

5’)’? 027X ~ N(Bmco’o_Z(Xtrx)—l)
e Mientras que la distribucién (marginal) a posteriori de o2
resulta:
U2|Ya X ~Inv — Xz(n - P, 52)
con S2 — (y o Xﬁ“mco)tr(y o Xlémco)/(n _ P)

@ El estimador 5M° es entonces la media, modo y mediana
(condicional) a posteriori de 3, bajo a prioris no informativas.
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Una perspectiva bayesiana sobre las técnicas de regularizacién

e Utilizando distintas distribuciones a priori informativas, varias
de las técnicas de regularizacién presentadas pueden ser vistas
como estimadores bayesianos.

e Ridge: si a priori ﬁ\aé ~ N(0, af_jlp), con A\ = az/aé, entonces:

Bly, 0% X ~ N(B"%,a?(X"X + Mp) )
o Lasso: si p(5|A) = [17-; p(5j|), con

A
PN = Sexp (=B} j = 1P

(distribucién de Laplace o Doble Exponencial), se obtiene:

1%
—2log p(Bly, A, X) = (y — XB)"(y — XB) + X _ || + cte
j=1
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Una perspectiva bayesiana sobre las técnicas de regularizacién

@ Con lo cual 35 coincide con el estimador mdximo a
posteriori (MAP) bajo este modelo.

@ Otras técnicas de regularizacién pueden presentarse de esta
manera donde la penalizacién se corresponde con una
distribucién a priori adecuada.

@ ;Por qué utilizar Ridge, Lasso o alguna otra técnica frente a
un problema dado?

@ El conocimiento que se posee acerca del problema es
fundamental para guiar la bisqueda de las herramientas mas
adecuadas. La “esparsidad” del modelo es en definitiva una a
priofi...
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Una perspectiva bayesiana sobre las técnicas de regularizacién
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Figura : Ejemplos de distribuciones a priori implicitas en Ridge y Lasso.
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@ Software



Software

Técnica Biblioteca
Ridge MASS, glmnet
GNN Iqa, oem
Lasso lars, glmnet

Elastic Net elasticnet, glmnet
Alasso parcor
Relaxo relaxo
SCAD ncvreg

Bayesian Lasso BLR
Bayesian Ridge BLR
Bayesian ENet BLR

Cuadro : Bibliotecas disponibles en entorno R para el ajuste de algunas
técnicas de regularizacién.
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© Aplicacion
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Simulacion

@ Se simulan n = 100 observaciones de un modelo lineal,
y = XB + ¢, con p =5000 variables (p > n).

@ Predictores: X = ((x;j)), donde x;; ~ N(0,1),
cor(xj,x k) = pi=kl'y p=085parai=1,...,ny
ji=1...,p.

o Coeficientes: 8 = (f1, ..., p), donde
s =#{j: Bj # 0} = 10, con valores para predictores con
efecto £1,42,...,£5, cuyos indices son elegidos
aleatoriamente (demads coeficientes nulos).

@ Por dltimo, €; ~ N(0,1) independiente de xj;.
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Correlacion entre primeros 50 predictores
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Coeficientes 3; de los predictores
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Distribucion observada de variable respuesta

1o}
=
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—— estimacion por ntcleo
— estimacién normal
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Ajuste de técnicas de regularizacién

@ El objetivo es estimar los pardmetros j3; utilizando Ridge,
LASSO y SCAD, a partir de la muestra de entrenamiento

{(visxit, - Xip), i =1,...,n}.

@ En los tres casos se comienza obteniendo el camino de
soluciones {Bj()\) A>0;j=1,...,p¢ vy luego se selecciona
un modelo a través de validacién cruzada.

@ Observar que la estimacién directa por minimos cuadrados no
es viable en este caso.



Aplicacién

Camino de soluciones para Ridge

5000 5000 5000 5000 5000

Bl
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Camino de soluciones para LASSO

log A
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Camino de soluciones para SCAD

-2

15 1.0 0.5 0.0 -0.5 -1.0 -15

—log A
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Comparacion entre modelo oraculo, Ridge, LASSO y SCAD

i orac Ridge
[ 5= 5]

B
841 1 0.686 | -0.015 0 0
4037 2 2.138 0.026 1.642 2.132
3
4
5

L[AS50 ‘ SCAD
J J

1924 2.850 | 0.044 1.906 | 2.937
1638 3.950 | 0.049 | 3.180 | 3.848
3009 4.836 | 0.043 | 3.490 | 4.793
3019 -1 | -0.940 | 0.012 0 -0.866
623 -2 | -1.941 | -0.040 | -1.137 | -1.963
1471 -3 | -3.092 | -0.056 | -2.779 | -3.144
2884 -4 | -3.866 | -0.049 | -3.089 | -3.849
3150 -5 | -5.018 | -0.071 | -4.482 | -5.003

Nevars. [ 10 [ 10 5000 97 13
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Algunos posibles temas de interés a estudiar

@ Aspectos matemadticos y estadistico-matemadticos: consistencia
de estimadores, inferencia.

@ Aspectos computacionales: algoritmos (LARS, coordenada
descendente).

@ Otras técnicas no mencionadas: Grouped and Fused Lasso,
Dantzig Selector ...

@ Conexiones de Lasso con Boosting.

@ Anilisis bayesiano (en especial, técnicas MCMC para la
implementacién).
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