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PROCESOS SUBYACENTES EN LOS RECLAMOS EN EL LARGO
PLAZO DE DETERMINADA LINEA DE SEGUROS.

Sergio Barszcdz Fernando Massa

Resumen

En una primera parte del trabajo, se describen monemte los aspectos que se
utilizaran en su desarrollo. En particular, se @nés el proceso de numero de
reclamos en el largo plazo {N(txQ} y se analizan distintos modelos considerados
en la literatura. Luego se consideran distintos etaxd para la distribucion de los
montos de los reclamos de una cartera de seguUEPSXX ..., Xijeeeeeernnns
Asimismo, se presenta y analiza el proceso asmahdonto total de reclamos en
el largo plazo {S(t),%0}.

En una segunda parte del trabajo, se aplican lnsepbos antes desarrollados al
analisis de los procesos de nimero y monto totdbsleeclamos observados en el
largo plazo en una cierta linea de seguros.

Finalmente, se explicita la relacién de los dedlasaealizados con temas tales
como el proceso de superavit y la probabilidaduitear
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Introduccién: El modelo de riesgo colectivo

En el modelo de riesgo colectivo, asumimos la erisa de un proceso aleatorio que
genera los reclamos en una cartera de poélizasoaiceso es caracterizado en términos de
la cartera como un todo y no en términos de lagas individuales que lo componen.

El modelo de riesgo colectivo puede ser analizadare Unico periodo o en un periodo
extendido.

La formulacién matematica del modelo de riesgoatde en un periodo extendido, segun
Bowers (Bowers, 1997), es la siguiente: denominanalosuperavit inicial del que dispone la
empresa aseguradora,a la tasa constante y continua de premio por drigatiempo y &l
monto total de reclamos al momento t, definiremos:

U=u+ct-S

gue sera el superavit del asegurador en el momento
Asimismo, definiremos$omo

S: xl+X2+X3+. . -XNt

donde X denota el monto del primer reclamo; »I monto del segundo reclamo, y asi
sucesivamente, mientras que $¢ra el numero total de reclamos producidos ecattera
hasta el momentb

Asi {N,, t> 0} sera el proceso aleatorio del numero de rectar{th, t > 0} sera el proceso
aleatorio del monto total de los reclamos y, {{& O} sera el proceso aleatorio del superavit.

1. El proceso {N, t > 0}

Entre los modelos para {N > 0} el mas usado es el de Poisson. Segun Mikosch (Mikosch
2006) el proceso estocastico{l> 0} se dice Poisson si se cumple que:

a) El proceso comienza en cero, N(0)=0.

b) Sus incrementos son independientes. Para unarseau, para i = 0,1,...,n, XL que
satisfaga que O#tt;<...< t, entonces los incrementos N[t), i=1,...,n son mutuamente
independientes.

c) Existe una funcién no decreciente, continua paddrechau:[0,00)—[0,0), con p(0)=0,
tal que los incrementos NJs,t), pargs@t<o, tienen distribucion de Poissofg,t)) Se
denomina au como la funcion de media de N

d) Con probabilidad uno, las trayectorias del proddk, t> 0} son continuas por la derecha

para 0y tienen limite por la izquierda para t>0.

Tomando en cuenta los puntos b) y c), al desceitie proceso mediante el método gldbal
se denota la distribucién del procesall la siguiente manera:

e (s, t))k
k!

P(N[st)=k)=

Loy En el método global se determina la distrién del proceso estocastico.,{lN> 0} especificando la
distribucion de Nh - Ni, con h > 0 la que puede depender de los valords, ghara todo <t



Si las frecuencias esperadas asociadas a incresnalgoigual longitud son iguales
(u[s,t)=u[s+h,t+h), para todoD) estamos afirmando que la cartera produce enquionel
mismo numero de reclamos en intervalos de tiempguwde longitud. De esta manera, dada la
"homogeneidad” en el portafolio de la compafiaprelceso resultante se denota como
Proceso de Poisson Homogéneo (PPH).

En términos de la funcion de media del procesm estequivalente a hacer que la misma
evolucione de manera lineal £n
u[s,t)=\(t-s)

Se cumple que E(N[s,t))}-s) y Var(N[s,t))=(t-s), y en el caso particular de que s sea igual
a0 E(N=my Var(N)=At; dondel sera un real positivo que denotarddsa o intensidad
del proceso.

De esta forma, es importante notar que un PPH {N 0} cuenta con la propiedad de
equidispersion (la esperanza y la varianza coingigara cada momento>t0 y cualquier
intervalo de amplitud t-s con t >s0.

Siguiendo con la descripcion anterior en el casordePH tendremos:

e (o) [A(t- s)]k
k!

P(N[st)=k)=

En el caso de que se opte por hacer el supuestiualel portafolio genera reclamos con
distintas intensidades para distintos intervalosigieal amplitud, el modelo anterior se
modifica otorgandole una distribucion de probahbiidal parametré.. Esto resulta de
particular interés ya que hay toda una serie d@safe seguro en los que no se verifican los
supuestos de un PPH. De esta manera, hablamospieaaso de Poisson Mixto (PPM).

En este caso, la distribucién del procesq {N 0} adoptara la siguiente forma:

g ) -3
P(N[s,t)zk)z_[ [i!(t )] oF(A)g)

La distribucion marginal dependera de la llamadatriducion de mezcladF(Ale). El caso
mas difundido en la literatura es el proceso Bimbiegativo, en el cual la distribucién de
mezcla es Gamma, donde el parametr(en este caso bidimensional) esta compuesta por
B, pardmetros de formay escala respectivamente.

De esta forma, la distribucién de mezcla serigglaiente:

a. ,8): rf;) pramr

oF (A

Operando en la integral, se llega a:

’B(jl(J[_S)l(Je‘A(&t—S)Ak+a-1aA:ﬁa(t_S)k r(k+a)
r(a)k' 3 r(a')kl (IB_I_t_S)kw/

o (ﬁﬂ(-ts_)ks{ﬁﬂ;_sy=(k+f'1](ﬁ:s_s]k =l
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Es asi que el proceso resultante es Binomial Negatn parametroa Yy p/(f+t-s). Cabe
sefalar que este resultado es valido para k=0,1,2,.

Generalizando lo anterior, se utilizaran distribneis de mezcla de recorrido estrictamente
positivo, tal es el caso de las distribuciones gamerponencial, Lindley, log normal, inversa
gaussiana.

Tablal — Distribuciones de mezcla y marginal de Nt.

Distribucion de mezcla Dsitribucion marginal de Nt
B Jaig k+a-1 t—s “ Yij i
gamma r( ) binomial negativa K BHt—s Bti-s
t \( B
' A eometrica | —— | |
exponencial Se g (t+ﬁ) (t+ﬁ)
2 24k
Lindley Le“” (1+/l) Poisson-Lindley gt +ﬁ+kk++21)
1+8 (1"' ,3) (t+ )
1 —Slea())* ‘* @ e el
log normal me% Poisson-log normal .[ N =1 )6/1
O
K 0

1(A-u
— 1 (A-)? t _ =
e w3 " poisson-inversa gauss,|ana7J. e 2"[ ™ ] 04

1
oo oklJ2ms

La razon principal para realizar estas mezclas aga plotar al proceso resultante de la
propiedad de sobredispersion, es decir que lanzaidel proceso mixto siempre sea mayor a
su media. Por otro lado las esperanzas de ambosgo® pueden coincidir en el caso en que
EO»PPM)=7»PPH.

inversa gaussiana

Efectivamente, en el caso del PPM:

E(N[st))=E(A)(t-s)

Var (N[s,t)) = E[Var (N[s,t))|4 | +Var | E(N[st))|A]

:(t—s)E(A)+(t—s)ZVar(;|):E(;n)(t—s){u(t_s)var(”q

<
Q
=
—~
A
~—

= E(N[s,t))[1+(t—s) E00) }> E(N[s,t))

En el caso del proceso Binomial Negativo, de l@aot podemos comprobar que

Ean (N[5:1)) =E(A)(t=5)= 4(t=3)




Mientras que al derivar esperanza y varianza & jpiria cuantia, llegamos a que:

t-s

Eon (N[s))= a2 =9 (1 -
( [s )) a,[ﬂf—s ,3( s)
Varg (N |s,t)) = ﬁ :g t— (,B'HZ—S]

2. El proceso {§ t> 0}

Asi como un modelo para describir el procesg {&X 0} es el Poisson homogéneo, se puede
modelar el proceso {S> 0} a través del proceso Poisson homogéneo conp(eBHC), el
cual también suele ser llamado modelo de Cramédheny. Dicho modelo surge de
considerar el proceso de Poisson homogéneo paralimaydel proceso Ny una cierta
distribucion del monto de los reclamos.

Acorde a Mikosch (Mikosch, 2006), dicho modelo pader descrito de la siguiente forma:

a) Los reclamos ocurren en los instant€$,8T,<... de un proceso Poisson homogénes N
#{i>1:Ti<t}, para todo *0.

b) El i-ésimo reclamo, registrado en el instantecfiusa el monto XEl conjunto de las
distintas (X) constituye una secuencia de variables aleatiia® negativas.

c) Ambas secuencias, Ty (X)), son independientes. En particular Y X; son
independientes.

A pesar de su simplicidad, el modelo de Cramér-bengl describe algunas de las

caracteristicas esenciales del proceso del mont t® los reclamos verdaderamente
observado. Es importante mencionar que al igualedjyoceso de numero de reclamos, el
proceso {§ t> 0}, posee incrementos independientes y estacimgiazomienza en cero y sus

trayectorias son continuas por la derecha.

De esta forma observamos como el procesq {N> 0} le impone sus principales
caracteristicas al proceso.{&> 0}. Ello hace que se deba ser cuidadoso si secaeha el
modelo de Cramér-Lundberg para modelizar el pm¢8s t > 0} en tanto al ser {Nt> 0}

un PPH podemos no estar captando toda la variadilitel proceso del monto total de los
reclamos (téngase presente que si bien el mode@rataér-Lundberg no necesariamente es
equidisperso, el PPH si tiene esa propiedad lorep&rcute en la modelizacion dg S

Es por esto que también se considerara el procedeotsson mixto compuesto (PPMC),
considerando el conjunto de las distintag @oémo una secuencia de variables aleatorias iid
no negativas.

Al describir el proceso {St > 0} mediante el método global, véase Bowers (BowE997),
se llega al siguiente resultado:



P(S[s.t) <x) =Zk: P'P(N[st)=k)

De esta forma, la funcién de distribucion del psacedel monto total de los reclamos en el
intervalo [s,t) evaluada en el purtpno es mas que el promedio ponderado de todas las
posibles convolucione% de la variable aleatoria X (que se distribuye carada una de las
Xi), utilizando como ponderacion los valores de kntia de proceso NJs,t).

En el caso de que el proceso del numero total sleeldamos sea PPH, la ecuacion adoptara
la siguiente forma:

. e— t-s A t—s [
P(S[S,t)gx) :Zk: p(x()) [k!( )J

Mientras que en el caso de que,{N> 0} sea un PPM, la distribucion de S[s,t) sera la
siguiente:

N —(t-s) A _ k
P(S[s,t)sx)=2k:P(x()").|'e [k!(t )] oF (1|9)

N

Es interesante sefialar como la distribucion de)Slspende de la distribucion de mezcla
oF(\Jo) a través del proceso {N > 0}. Se detallan a continuacion la esperanza yanad del
proceso del monto total de los reclamos para Ilssscan que el proceso{$> 0} es un
PPHC y un PPMC.

Para ello introduciremos la notacion utilizada ewBrs (1997) [1]
E(X") = p,
Asi diremos que la esperanza del monto de losmedandividuales es;p la varianza es
(p.—p?)
Entonces:
. {S, t>0} (PPHC).
E(S[st)) =E[E(S[st)|N[st))|=E(X)E(N[s.t)) = p,(t=5)/
Var (S[s,t)) = E| Var (5] s,t) N[ s,1)) |+ Var| E( 5[5, N[s,1))]
=(p,=p}) E(N[s1))+ piVar (N[5 1))= p,(t=9)4
+ {S, t>0} (PPMC).
E(S[st)) =E[E(S[st)N[s.t))| =E(X)E(N[s,1))
=E(X)E[E(N[s,t)[A)]=p,(t-s)E(A)

Var (S[s,t)) = E[ Var ([ s,t)|N[s,1)) |+ Var[ £ S[ 1) N[s,1))]
p,— ) (N[st )+ pf\/ar(N[st)
0, - ) )F)+ p(t-s [E t— s)var (/1)]

t—s)[ p,E(A)+ p?(t-s)Var ()]

2 | p® =

(
(
(



3. Las variables aleatorias X

Los montos individuales de los reclamos,,X%,... son variables aleatorias iid (que se
distribuyen como X) de recorrido en,Rjue miden la severidad de los reclamos. Posibles
elecciones para modelar estas variables puedelissgiouciones como la gamma, pareto, log
normal, log gamma, entre otras. En tal sentid@ secesario elegir la distribucion adecuada
para modelizar los importes de los reclamos dautgei@. Segun lo sefialado anteriormente la
distribucion de los mismos sera de especial imporaya que esto repercutira sobre la
distribucion del proceso { > 0}. A la hora de decidir con que distribucion miadelatos de
esta indole es importante contar con herramientadagiliten el proceso de identificacion y
definir un criterio mediante el cual se pueda med#l ajuste de cada distribucion tedrica es
razonable o no. Las dos herramientas que usaramaspeimera etapa de identificacion de la
distribucion seran los QQ-plot y la funcion de esacenedio.

Por otra parte, usaremos como criterio para defirajuste de cada distribucion, el estadistico
de Cramér von Mises.

3.1. Herramientas para la identificacion de la distbucion de la X.

3.1.1. QQ - plot (quantile quantile plot)

El cuantil de orden p se define como el nimertakque F(¥)=p, o dicho de otro moda, x
=F*(p), siendo E la inversa de F. Esta definicion tiene un problemdos casos en que la
funcion de distribucion F no es estrictamente emei. Para ello definimos la inversa
generalizada de F de la siguiente manera:

F-(p)=inf (xOR: F(x)2p), 0<p<1
y la cantidad x=F~(p) sera el cuantil de orden p de la distribucion
Asimismo definimos la funcion de distribucion enngarcomo:
1 n
I:n (X) :Hzl{xisx}
i=1
y buscaremos su inversa generalizada.
Para ello sera necesario definir los estadistieasrden de la muestrg XX,..,X, COMo X<
X < ... < Xn. Supondremos que las variables aleatorias queseqsn los reclamos son
absolutamente continuas y por lo tanto excluimgskbilidad de empates.
De esta forma, fx) se incrementa en 1/n en cada uno de los \wldeela muestra y es

constante entre dos estadisticos de orden congexuits facil observar que,(K)=k/n,
para k=1,2,...,n.



De esta forma la inversa generalizada ¢guEda definida como:

Xy cuandpO(&! XTk= 1,2, n-

F"H (p) = n-1 ,)]_

X cuande (%t

La importancia de esta funcion radica en que gsaaldema de Glivenko-Cantefl, se
puede demostrar que la siguiente convergencia sndados los puntos de continuidad de
F:

C.s.

F. (p) -~ F~(p)

n - oo

Esta es la idea basica del QQ - plot, ya que eas® de que F (distribucién tedrica) sea la
verdadera distribucion de los datos, seria de aspeke al graficar J= contra F se deberia
ver una linea aproximadamente recta.

3.1.2. Funcion de exceso medio

A la hora de seleccionar la distribucion de los tosrde los reclamos es importante tener en
cuenta si la misma pertenece al conjunto de lasihdisiones de "colas livianas" o "colas
pesadas"”, siendo estas ultimas las que represemtamayor riesgo para la compaiiia
aseguradora. Suele tomarse como distribucion deremfia a la exponencial, y una
distribucion F(x) cualquiera se dice pertenecientz clase de "colas pesadas” si:

liminf ﬂm 0A >0
e

X —00 —AX

Por otro lado se clasifica en el grupo de "cokaatias” si:

. —-F (X ,
Ilmsup# <oco paraalgim> 0

X >0 e

Veremos como la funcién de exceso medio es capdietenciar entre estas dos situaciones.
De este modo, definimos la funcion de exceso meatioo:

e-(u) =E(X —u|X >u)
Lo cual puede interpretarse como la media sobuenélralu. Es sencillo ver como en el caso
de la distribucién exponencial, el resultado noetheje del umbral.

1
eex;(A) (U) = ;

Lo cual no es mas que otra manifestacion de laiguagd de “falta de memorid de dicha
distribucion. De esta forma podemos clasificarsadastribuciones de otra manera. Entonces
podemos diferenciar dos casos:

lim e. (u)=oo '
o u-w , en este caso diremos que F es de "cola pesada”.

8 | Ellema de Glivenko Cantelli afirma que dada seauencia X X,, ... iid de la distribucion F entonces
sup |R(X)-F(x)|->0 casi seguramente para todo x en @rrin de F

* | En el caso de la distribuciéon exponencial seglamue: P(X> u+x | X>u)=P(X>x), esta propiedadisue
ser denominada como "falta de memoria”.



im e (u)=c o |
o u-e , donde c es una constante arbitraria finita, ¢ caso diremos
gue F es de "cola liviana".

Para los seguros, esto es importante ya que sstidbdcion F es de “cola pesada” existe
mayor probabilidad de un reclamo “catastréfico”’loEse manifiesta en un crecimiento
desmedido der@u).

En el siguiente grafico se ven las funciones desxmedio de algunas distribuciones.

funcion de exceso medio

ep(U)

—— pareto

g v — exponencial
wel bl =1
2 4 — gamma [e=1)
T T T T

0 5 10 15 20

U

Figura 1 — Funcion de exceso medio.

En nuestro caso no conocemos la distribucion s#yaa los datos, es por esto que en el
célculo de gu) sustituimos F por.Fy de esta manera llegamos al equivalente muektral
funcidn de exceso medio:

n

(XUl

e (u)=Eq (X -u[X>u)="=2—
2.

Lo cual no es mas que la media muestral de aqueiservaciones que exceden el umhral
De esta manera, gracias a la funcion de excesoonmadestral, podemos inspeccionar
graficamente el comportamiento en la cola dereehka dlistribucion subyacente a los datos.
Un grafico de exceso medio consiste en las sigesgudirejas de puntos:

{(X(k),an (X(k))), k=1,2,.. n- }

Para el propdsito de este estudio, el grafico aesx medio sera utilizado sélo como una
herramienta para distinguir entre distribuciones"daas pesadas” y "colas livianas". No
obstante, esta herramienta debe usarse con cuydagoe dada la escasez de datos sobre el
umbral u para valores grandes dg los graficos resultantes pueden ser muy sensibles
cambios hacia el final del rango de los datos.



3.2. Estadistico de Cramér von Mises

En el area de las llamadas pruebas de ajuste, @ulandlistribucion de los datos es
absolutamente continua, una de las mas utilizeslées de Cramér von Mises. La formulacion
de la prueba es la siguiente:

Sean X, X,,.., X, observaciones independientes de una variableoakeat, cuya funcion de
distribucion es F. Este procedimiento pone a prilgauiente hipbtesis nula:

Ho) F=Ry

ante la siguiente alternativa:

Hi) F£Fo

siendo k cierta distribucion de interés para el investigaBtatonces el estadistico de Cramér
von Mises (CvM) estara dado por la siguiente expnes

o = ] (R () =F ()" oF ()

Dicha integral puede calcularse aprovechando didhee que Kx) es constante entre dos
estadisticos de orden consecutivos. Si adiciondbrereptamos como cierta Ig) Hegamos
al siguiente resultado:

ne =lin+ in (Zm_l_F (X(i))jz

=1

Una de las propiedades mas sobresalientes de @sigisico es que su distribucion es

independiente de la distribucion de las variablesatarias originales. No obstante la

distribucion del estadistico es de cierta compéejjdoor lo que para este estudio, se utilizara
simulacién para obtener los valores de interés.

4. Los datos.

En este documento los conceptos anteriores seti@adgs al conocido set de datos de las
pérdidas generadas por incendios en Dinamarca 4886 y 1990. Los mismos estan
disponibles en el sitio web de Alexander McNeilm&do de descripcion breve de los datos
diremos que los mismos corresponden a 2167 reclamosidos en ese periodo de 1 DKM

0 mas. El siguiente grafico presenta los montadicteos reclamos a través del tiempo

Montos de los reclamos
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Figura 2 — Montos de los reclamos.
Cabe senalar que el hecho de que las marcas aomcksptes a los aflos no se encuentren
equiespaciadas a lo largo del eje de las abs@sdsbe a que en la segunda parte de la década
la frecuencia de los siniestros aumento considenadhte.

El siguiente cuadro expone algunas medidas de msdmestos datos:

Tabla 2 — Medidas de resumen de los reclamos en DKM

—2leClamos e DKM
media 3,38
mediana 1,78
varianza 72,37
desvio std. 8,15
minimo 1
Jnaximao 263 25

Al comparar, media y mediana podemos ver como iskeeeia la asimetria en la distribucion
de los montos de los reclamos.

En el siguiente gréafico detallamos la distribucd® dicha variable, considerando todos los
anos, mes a mes:

Montos de los reclamos por mes
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Figura 3 — Montos de los reclamos por mes.

En primera instancia, sospechamos que la medasdeclamos no difiere entre meses, esta
suposiciéon es claramente confirmada por el tes€rdekal-Wallis. El resultado de dicho test
fue el siguiente:

Tabla 3 — Prueba de Kruskal-Wallis

Test de Kruskal-Wallis
Estadistico g.l. p-valor
17,22 11 0,11

De esta manera, no rechazamos la hipétesis nulguedas medias de los reclamos son
iguales en los distintos meses.

Para una discusion mas detallada de estos datosevkss textos de McNeil (McNeil, 1996) y
Resnick (Resnick, 1997).
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5. El trabajo con los datos

5.1. El proceso {N t> 0}

Ahora, introduciremos dos variables aleatoriasyYYm siendo las mismas la cantidad de
reclamos ocurridos en la i-esima semana y en @hi@mes respectivamente Las mismas se
definen a partir del proceso {N> 0} de la siguiente forma:

* N[s,s«1) = Yis.En este caso, el tiempo estara medido en semanas.
*  N[m;m.1) = Yim .En este caso, el tiempo estara medido en meses.

Siendo sy m el principio de la i-ésima semana y el i-ésimo mesgpectivamente. De esta
forma, se generan dos secuencias de variablesrésatd.

Cabe sefialar que en el caso de que el proceso cembgafuese un PPH, dados los
incrementos independientes y estacionarios del mis@ria de esperar que estas variables
siguieran una distribucion de Poisson de paramfrdonde t estara medido en semanas o
meses, segun la variable aleatoria con la que estgabajando.

En los siguientes gréaficos, podemos comparar Esuéncias observadas y esperadas (si el
proceso fuera PPH) para¥Y Yim

frecuencias - intervalos semanales frecuencias - intervalos mensuales

125 — frec. observadas 13 +

— frec. observadas
frec. esperadas 12 -

— frec. esperadas

100 10 -

75 1

frecuencias
frecuencias

50 4

4_
3_
25 9 I\
1_
| il M|
: III T 1T T T
T T
6 9 24 30

36

T
0 3

|
(R —
i3 0 3 6 9 12 18

cantidad de reclamos por semana cantidad de reclamos por mes

Figura 4 — Frecuencias observadas y esperadag @& ¥,
y ademas el siguiente cuadro reporta sus mediaganzas empiricas

Tabla 4 — Media y varianza de las frecuencias obsas de de;Yy Yim.

semanas meses
media 3,92 16,41
varianza 4,56 28,19

Tanto de la observacion de los graficos como datlicuanterior podemos sospechar que los
incrementos del proceso del nimero de reclamosndistribuyen de acuerdo a la ley de
Poisson.

De una manera mas formal contrastamos la hipdesigie el proceso es un PPH mediante el
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estadisticg? de Pearson.
Los resultados que arrojé dicha prueba se resumehstguiente cuadro:

Tabla 5 — Estadistico de Pearson para los dissitARH.

semanaes ensuc

estadistico 50,5 37,8
al 13 20
_bvalor <0.01 <0.0

De esta manera, a un nivel de significacion del B&#icluimos que los incrementos del
proceso observado no se distribuyen Poisson y e el proceso generador de los mismos
no es un PPH.

El cuadro de medias y varianzas empiricas pareagerisuque una distribucion
"sobredispersa” podria proporcionar un mejor ajuste

El paso siguiente sera ajustar un modelo PPM akgmobservado.

En este apartado el procedimiento seréa igual arianten el sentido de que se utilizaran las
variables Ys y Yim. NO obstante en este caso se utilizara el resuétack| que afirmamos que:

(s =)= LA e )

A

Gracias a esta cuantia, es que podremos estimpalémetros de las distintas distribuciones
de mezclaoF(\|p). El siguiente cuadro resume las estimacionesajuste correspondiente a
las distribuciones mencionadas en el apartadordeépo {N, t=0}.

Tabla 6 — Resumen del ajuste de distintos PPM.

Distribucion de arametros arametros Estadistico I. p-valor
mezclg P P de Pearson gl P
gamma 0=27 6 362 13 <0,01
B=7.02
exponencial A=134
Lindley =043
Yi,s LAt rmr A . A AA
39,3 13 <0,01
log normal u=1,31 Poisson - log u2=1,31 354 13 <0,01
normal =0 31
gamma %=253  pinomial negativa 23 155 20 075
2=1.06 geométrica p=0,06 2301 20 <001
Yim inversa =16,6 Poisson - inversa =16,6
; #=1o, . =1, 16,3 20 0,70
gaussiana gaussiana
u=277 Poisson - log u=277
log normal normal =023 16,0 20 0,72
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Asi podemos ver que parany distribuciones de mezcla como la exponencial ralligy no
logran los resultados deseados, mientras que porlado, las distribuciones gamma, log
normal o la inversa gaussiana proporcionan ajustefo mejores.

Dado el nivel de ajuste satisfactorio que produjdas mezclas gamma, inversa gaussiana y
log normal para los incrementos mensuales de agunhd&s trabajaremos considerando el
tiempo medido en meses. Pese a que el estadistieeatson reportd valores similares en los
tres casos, fue el proceso Binomial Negativo el fueninimiz6. Es por esto que los
resultados presentados de aqui en mas corresparasta proceso en particular.

En el siguiente grafico, se presenta el procesptfii} efectivamente observado (en negro)
conjuntamente con la media y los cuantiles teéricds 10, 90, 95 y 99 del proceso Binomial
Negativo (en verde).

{N,,t > 0} como proceso Binomial Negativo

™ proceso observado
mediatedrica
3 cuantiles tedricos

N; (en miles)

0 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132

tiempo (meses)

Figura 5 — Ncomo Proceso Binomial Negativo.

5.2. La distribucién del monto de los reclamos

El siguiente componente del modelo es la funciédigiibucién del monto de los reclamos.
En primera instancia, procederemos analizandoneidun de exceso medio muestral. De esta
manera podremos seleccionar distribuciones o keégrdipo de "colas pesadas” o de "colas
livianas".
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exceso medio muestral
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60

40
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20

0 50 100 150

umbral

Figura 6 — Funcién de exceso medio empirica.

Se pone claramente en evidencia el comportamientjpiqode las distribuciones de “colas
pesadas”. De esta manera procederemos ajustanttoudisnes de dicho grupo. El
procedimiento a seguir sera el siguiente:

1. Estimar los pardmetros correspondientes por n&éxarosimilitud.

2. Determinar si el ajuste es adecuado a travéssthatiistico de CvM.

3. Analizar el QQ - plot correspondiente.

El siguiente cuadro reporta los resultados de logégs uno y dos del procedimiento.

Tabla 7 - Pardmetros estimados para la distribud#dlos reclamos.

estadistico de

Distribucion paramertos WM p - valor
inversa gaussiana (;12:33":;% 26,39 <0,01
Fréchet a=1,60 95,91 <0,01

a=1,27
Pareto x,=1,00 1,71 <0,01
a=1,20
log gamma B=1,62 0,14 0,41
Burr c=124.2 33,3 <0,01
1=0,01 ’ ’
beta I ;;;?j 11,74 <0,01

Vemos como la distribucidon log gamma proporcionaajuste satisfactorio en términos del
estadistico utilizado. Debajo de estas lineas sseptan algunos graficos que ilustran el
ajuste de esta distribucion.
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Funcién de distribucion Funcion de distribucion

1.0

08
1

06
|
06

04

0z

—— empirica —— empirica

— log gamma —— log gamma
I T I I T I T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 10 20 20 40

00
0.0

QQ plot - log gamma

1000 1500 2000 2500
|

cuantiles tedricos

500
|

o

I T T I T
0 50 100 180 200 250

cuantiles obsenvados

Figura 7 - Ajuste de la distribucion log-gamma

De esta manera, en los primeros dos gréaficos posl@nservar el ajuste de la funcién de
distribucion tedrica a F Presentamos el segundo grafico debido a que dddo
comportamiento extremo en la cola de la distribuci se aprecia claramente el ajuste sobre
la zona mas densa de los datos.

Por ultimo se presenta el QQ - plot de la distrioicy puede verse como, salvo un outlier,
los puntos parecen ajustarse razonablemente angaerécta.

5.3. El proceso {§ t=0}

Habiendo ya modelado el proceso,{l#0} y asignado una distribucion a los montos de los
reclamos, el siguiente paso es modelar el procesondnto total de los reclamos. En esta
instancia se presentaran cuantiles y medias olatenediante simulacion.
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El esquema seguido para la simulacion es el camelpnte al proceso Binomial Negativo
Compuesto:
» Simular la tasa del proceso a partir de la distifoude mezcla (gamma).
* Simular un PPH para el valor del pardmetro obtepit@| punto anterior de manera
de generar una observacion del procesotf9}.
* Asignar a cada reclamo un monto simulado de lailgigion log gamma con los
parametros estipulados anteriormente.

Este proceso fue llevado a cabo hasta lograr laecgancia. Para ello se generaron 5000
simulaciones del proceso {$>0}. A continuacion se presentan graficos que inetutanto al
proceso efectivamente observado (en negro), a dkandel mismo y a los cuantiles de orden
1,5, 10,90, 95y 99 (en verde).

—— proceso observado
10 — media tedrica
cuantiles tedricos

= I I I I I I I I I I I

. 0 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120 132

f tiempo (meses)

Figura 8 — Scomo proceso Binomial Negativo Compuesto.
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5.4. El proceso de superavit y la probabilidad deuina.

En dltimo lugar veremos brevemente como relacitosresultados anteriores al modelo de
riesgo colectivo en un periodo extendido. Recordelmestructura del proceso de superavit:

U=u+ct-S

Ademas definimos T, momento de la ruina como:

T =min(t:t 20U, <0)

Se puede plantear la probabilidad de ruina argkesidmento t de la siguiente manera:
W(u,t)=P(T <t)

A continuacion mostraremos el proceso de supeyaktprobabilidad de ruina para algunos
casos particulares.

Supondremos para u (superavit inicial) dos valdrstintos: 1000 y 250 DKM

Resta aun definir la tasa de premio constante yiragn por unidad de tiempo a la que
denotamos con c. De forma de no entrar en mayoetadles y en formulaciones mas
complejas, optamos por considerar

C=EQ)p:(1+6)
y supondremos valores de 0 y 0.2 gafaon la consiguiente repercusion sobre c).

Con estos valores, simularemos procesogX0Q} para determinar, su media y sus cuantiles
de orden 1, 5, 10, 90, 95 y 99 en el caso de gpeoekso {§t>0} sea un proceso Binomial
Negativo Compuesto .

En primer lugar, se parte de u = 1000. En el goafle la izquierda se consideré=0,
mientras que en el de la derecha se utilia2.

W W

AT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
g 0 12 24 36 48 60 72 84 95 108 120 132 i 0 12 24 3 48 60 T2 84 965 108 120 132

[ tiempo {meses) I tiempo (meses)
5 S, proceso de Polya compuesto k] S proceso de Polya compuesto

Figura 9 — Proceso desuperavit para u=1000.
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En segundo lugar, se parte de u = 250. En el gréfec la izquierda se consideré=0,
mientras que en el de la derecha se utilia2.

oA =

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
LalE 0 12 24 3/ 48 B0 72 84 96 108 120 132 1 0 12 24 3 48 60 72 84 96 108 120 132

1§ tiempo (meses) B tiempo (meses)
1 S proceso de Polya compuesto |3 S proceso de Polya compuesto

Figura 10 — Proceso desuperavit para u=250.

A continuacion se presenta un grafico ilustrand® paobabilidades de ruina obtenidas
mediante simulacion para los dos valores de u & loardos valores de considerados.

Probabilidad de ruina hasta el momento t

- &= 0u=1000
B=02u=1000
025 4 |— 8=0u=250
- 8=02u=250
020
= 015
ES
0.10
0.05
0.00
T T T T T T T T T T T

0 12 24 36 48 60 72 84 96 108 132

tiempo (meses)

Figura 11 — Probabilidad de ruina.

Las lineas verdes ilustran la situacion en quelQG, mientras que las azules corresponden a
u = 250. Notese como para, un mismo valof déneas llenas o punteadas), al disminuir el
capital inicial, la probabilidad de ruina hasta mbmento t aumenta mas rapidamente.
Anélogamente, para un mismo valor de u, al dismifuia probabilidad de ruina hasta el
momento t aumenta mas rapidamente.
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6. Sintesis de los resultados obtenidos para los dat considerados y
conclusion.

En primer lugar vimos como, mediante la creaciomdevas variables aleatoriag Y Yim,
pudimos comprobar que el proceso del nimero damad no podia ser un PPH, para esto
nos valimos del estadistico de Pearson. Luego amust distintos PPM considerando
diferentes mezclas probabilisticas para el prod@sgi>0}. Concluimos que utilizando
distribuciones de mezcla como la gamma, log nomnaidversa gaussiana el proceso PPM
resultante produjo un ajuste razonable en térmi®bsestadistico de Pearson. Elegimos la
distribucion de mezcla gamma obteniendo un ProBesamial Negativo.

La siguiente etapa del proceso fue determinardtilliicion del monto de los reclamos. En

primera instancia, gracias a la funcién de excesdion decidimos restringir la basqueda al

conjunto de las distribuciones de "colas pesad&si'. segundo término, mediante la

inspeccion gréfica de los QQ - plot y la bondadhpsste proporcionada por el estadistico de
CvM, se determind que la distribucién log gamma isistraba la mejor descripcién de los

montos.

Agregando los resultados de las dos etapas amgriaproximamos mediante simulacion,
cuantiles y media del proceso. {80} para el proceso Binomial Negativo Compuesto.

Por dltimo vinculamos los resultados anteriores losnconceptos del proceso de superavit y
probabilidad de ruina hasta el momento t. En dapartado, también mediante simulacion,
aproximamos media y cuantiles del procesq,tf0} (para el caso en el que el proceso
{S,t>0} fuese un proceso Binomial Negativo compuestajoypsiderando dos valores del
superavit inicial u y dos valores de la carga adgugdad ). En Ultima instancia, simulamos
la probabilidad de ruina hasta t para los distictmsos analizados.

Como conclusion fundamental del trabajo, planteaguasel procedimiento llevado a cabo en
este caso es utilizable para el andlisis de dinasd de seguro. Por cierto, los resultados que
se obtendran en cada caso dependeran fundamert@laeros datos empiricos que se
utilicen.
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